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УДК 51-74 

ТЕОРЕТИКО-ВЕРОЯТНОСТНЫЕ МЕТОДЫ  
ПРОГНОЗИРОВАНИЯ ЧРЕЗВЫЧАЙНЫХ СИТУАЦИЙ  

ПРИРОДНОГО, ТЕХНОГЕННОГО  
И БИОЛОГО-СОЦИАЛЬНОГО ХАРАКТЕРА 

В.А. Акимов, М.В. Бедило, И.Ю. Олтян 

Всероссийский научно-исследовательский институт по проблемам 
гражданской обороны и чрезвычайных ситуаций МЧС России      

(ФГБУ ВНИИ ГОЧС (ФЦ) МЧС России) 
Россия, г. Москва, ул. Давыдковская, 7, 121352 

E-mail: akimov@vniigochs.ru 

Аннотация. В докладе рассмотрены основные прогнозные и аналити-
ческие модели в области природных, техногенных и биолого-
социальных угроз безопасности жизнедеятельности населению, полу-
ченные в рамках выполнения работ по созданию аппаратно-
программного комплекса «Безопасный город» в 2020-2022 годах. 
Ключевые слова. Прогнозные и аналитические модели, природные 
угрозы, техногенные угрозы, биолого-социальные угрозы, безопас-
ность жизнедеятельности, метод Байеса. 

THEORETICAL AND PROBABILISTIC METHODS 
FOR FORECASTING EMERGENCIES OF NATURAL, MAN-MADE 

AND BIOLOGICAL AND SOCIAL CHARACTER 

V.A. Akimov, M.V. Bedilo, I.Yu. Oltyan 

All-Russian Research Institute for Civil Defense and Emergency Situations 
of the Ministry of Emergency Situations of Russia 
Russia, Moscow, st. Davydkovskaya, 7, 121352 

Annotation. The report discusses the main predictive and analytical models 
in the field of natural, man-made and biological and social threats to the 
life safety of the population, obtained as part of the work on the creation of 
the Safe City hardware and software complex in 2020-2022. 
Keywords. Predictive and analytical models, natural hazards, man-made 
threats, biological and social threats, life safety, Bayesian method. 
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Введение. В данной статье рассмотрены прогнозные и аналитиче-
ские модели (ПАМ) в области природных, техногенных и биолого-
социальных угроз безопасности жизнедеятельности населения с ис-
пользованием метода Байеса. 

Постановка задачи. Применить комплексный подход к прогнози-
рованию чрезвычайных ситуаций природного, техногенного и биоло-
го-социального характера, в математическую формализацию которого 
положены байесовские классификаторы, основанные на принципе 
максимума апостериорной информации [1]. 

Результаты. Вероятностной оценке с использованием байесовско-
го классификатора подлежат следующие параметры [2-4]: 

– для ПАМ «Лесной пожар (ЛП)» - скорость верхового ЛП, пло-
щадь и скорость низового ЛП;

– для ПАМ «Землетрясение (ЗМ)» - степень повреждения здания
от ЗМ, количество людей в поврежденных от ЗМ зданиях;

– для ПАМ «Наводнение (НВ)» - гидроморфологические пара-
метры, характеризующие участки рек при НВ;

– для ПАМ «Отключение теплоснабжения» - показатели надеж-
ности теплоснабжения потребителя;

– для ПАМ «Отключение электроснабжения» - индекс приоритета
восстановления электроснабжения;

– для ПАМ «Разлив нефти и нефтепродуктов (РНН)» - площадь
РНН; масса вылившейся нефти;

– для ПАМ «Cброс жидких технологических отходов (ЖТО) в
гидросферу» - концентрация ЖТО; снижение показателей по-
требления кислорода;

– для ПАМ «Выброс опасных химических веществ (ОХВ) в окру-
жающую среду» - мощность выброса; концентрация ОХВ;

– для ПАМ «Прогнозирование последствий массовых заболева-
ний людей» - показатели обеспеченности ресурсами системы
оказания медицинской помощи.

Заключение. Установлены зависимости основных прогнозных па-
раметров в области природных, техногенных и биолого-социальных 
угроз безопасности жизнедеятельности населения.  
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УДК 512.541 

КОЛЬЦА ЭНДОМОРФИЗМОВ АБЕЛЕВЫХ ГРУПП  
БЕЗ КРУЧЕНИЯ: АЛГОРИТМЫ, ПРЯМЫЕ РАЗЛОЖЕНИЯ, 
МАТРИЧНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ, СВЯЗЬ С ТЕОРЕМОЙ  

БЭРА–КАПЛАНСКОГО 
 

Е.А. Благовещенская 
 

Петербургский государственный университет путей сообщения  
императора Александра I, кафедра «Высшая математика» 

Россия, Санкт-Петербург, Московский пр., д. 9, 190031 

E-mail: kblag2002@yahoo.com, blagoveschenskaya@pgups.ru  
 
Аннотация. Свойства абелевых группы без кручения тесно связаны c 
групповыми свойствами их колец эндоморфизмов. Базисом для соче-
тания группового и кольцевого подходов в исследовании специального 
класса почти вполне разложимых групп и других смежных классов 
является тот факт, что кольцо эндоморфизмов такой группы при-
надлежит тому же классу как аддитивная структура. Использование 
алгоритмов построения различных прямых разложений групп на не-
разложимые слагаемые приводит к построению неизоморфных раз-
ложений матричных колец, являющихся представлениями колец эндо-
морфизмов рассматриваемых групп. При определенных условиях дока-
зывается определяемость  групп некоторых классов их кольцами эн-
домофизмов. 
Ключевые слова. Абелева группа без кручения, ранг группы, кольцо 
эндоморфизмов, алгоритмы распараллеливария. 

 
Введение.  Все необходимые определения и вспомогательные ре-

зультаты содержатся в [1]. Базисом для исследования взаимосвязей 
абелевых групп без кручения и их колец эндоморфизмов является тот 
факт, что аддитивная группа эндоморфизмов в данном случае пред-
ставляет собой группу из этого же класса. Аналогичное утверждение 
верно и для подкласса, состоящего из почти вполне разложимых 
групп. 

Этот класс групп ܺ (acd-групп) является наиболее близким к клас-
су вполне разложимых групп конечного ранга (прямых сумм групп 
ранга 1), так как состоит из групп, содержащих вполне разложимую 
вполне характеристическую подгруппу ܣ, имеющую конечный индекс 
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в ܺ, которая называется регулятором группы ܺ и обозначается ܴሺܺሻ . 
Таким образом, почти вполне разложимые группы определяются 
вполне разложимой группой без кручения ܣ и конечной (то есть, пе-
риодической) группой ܺ/ܣ. И периодические группы, и вполне разло-
жимые группы без кручения кольцевого типа в своих классах опреде-
ляются кольцами эндоморфизмов, что во многом определило доказа-
тельность теоремы в форме Бэра-Капланского в классе почти вполне 
разложимых групп с циклическим регуляторным фактором. 

Постановка задачи. Установление взаимосвязей почти вполне 
разложимых абелевых групп с их кольцами эндоморфизмов с исполь-
зованием матричных представлений последних.  При установлении 
соответствия между прямыми разложениями упомянутых структур 
предполагается разработка алгоритмов ярусно-параллельной формы 
для построения прямых разложений групп с заранее заданными число-
выми характеристиками.  

Результаты. Поскольку acd-группы имеют довольно сложную 
структуру и допускают неизоморфные прямые разложения, традици-
онно они исследуются с использованием понятия почти изоморфизма 
(≅௡௥), эквивалентности, которая слабее изоморфизма (≅), но отражает 
свойства, связанные с прямыми разложениями, достаточно полно. С 
точностью до почти изоморфизма установлены двойственные связи 
acd-групп с их кольцами эндоморфизмов, которые обобщены на неко-
торые другие классы абелевых групп без кручения. 

Выявлены свойства неизоморфных прямых разложений колец эн-
доморфизмов ݀݊ܧ	ܺ  acd-групп ܺ с циклическим регуляторным факто-
ром ܺ/ܣ и определены их числовые характеристики. 

Теорема. Пусть  ܺ  --- блочно-жесткая acd-группа кольцевого типа 
с циклическим регуляторным фактором и множеством критических 
типов ܶ. Пусть ее регулятор ܣ ൌ ܴሺܺሻ раскладывается в прямую сум-
му однородных компонент ܣଵ , ܣଶ ,…,  ܣ௞		рангов ݊ଵ , ݊ଶ ,…,  ݊௞ соот-
ветственно. Если ܺ обладает прямым разложением ܺ ൌ ଵܺ ⊕ܺଶ ⊕
. . .⊕ ܺ௦ на неразложимые слагаемые, то имеется разложение кольца 
End	X ൌ Lଵ ⊕ Lଶ ⊕. . .⊕ Lୱ 	в прямую сумму неразложимых односто-
ронних идеалов таких, что L୤ ≅୬୰ X୤ ⊕ Y୤, где ௙ܻ --- вполне разложимая 
группа ранга ∑ 	୧:	୰୩ሺଡ଼౜	⋂୅౟ሻୀଵ ሺn୧ െ 1ሻ, при этом	RሺEnd	Xሻ ≅
⊕୧:	୰୩ሺଡ଼౜	⋂୅౟ሻୀଵ ݂ ௜ для любогоܣ ൌ 1,… ,  .ݏ

Замечание. В формулировке теоремы изоморфизм и почти изо-
морфизм относятся к аддитивной структуре колец, ранги которых оп-
ределяются как максимальное число линейно независимых элементов. 

Заключение.  Полученные результаты имеют значение не только в 
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представленной формулировке теории почти вполне разложимых 
групп, но и в теории матричных колец, которые являются представле-
ниями колец эндоморфизмов данных  групп. При рассмотрении специ-
альных эпиморфных образов групп из этого класса получаются струк-
турные результаты для некоторых колец целочисленных матриц, вы-
являющие природу их различных неизоморфных разложений как не-
коммутативных структур, см. [2]. 

Исследование выполнено за счет гранта Российского  
научного фонда (проект № 22-21-00267) 
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КОМБИНАТОРИКА И ГЕОМЕТРИЯ МНОГОГРАННИКОВ  
В ПРОСТРАНСТВЕ ЛОБАЧЕВСКОГО 

 
А.Ю. Веснин 

 
Институт математики им. С.Л. Соболева СО РАН,  

Лаборатория динамических систем  
Россия, Новосибирск, пр. ак. Коптюга, 4, 630090 

Томский государственный университет,  
Региональный научно-образовательный математический центр 

Россия, г. Томск, пр. Ленина, 36, 634050 

E-mail: vesnin@math.nsc.ru 
 
Аннотация. Многогранники в трехмерном гиперболическом про-
странстве Лобачевского определяются своим комбинаторным 
строением и двугранными углами однозначно, с точностью до изо-
метрии пространства. В докладе рассматриваются обобщенные ги-
перболические многогранники, вершины которых могут быть конче-
ными, идеальными или усеченными. Получены верхние оценки объемов 
обобщенных гиперболических многогранников, линейные по числу вер-
шин. Будут приведены приложения полученных результатов в теории 
гиперболических узлов. 
Ключевые слова. Геометрия Лобачевского, объемы гиперболических 
многогранников, гиперболические узлы и зацепления. 

 
В докладе будет показано, как информация о комбинаторике мно-

гогранника неевклидова многогранника позволяет оценить его геомет-
рические размеры, а именно, объем.  

Получение формул объемов многогранников в трехмерном про-
странстве Лобачевского через двугранные углы является весьма слож-
ной задачей, частные решения которой восходят к работам Лобачев-
ского. Формулы объемов для многогранников некоторых комбинатор-
ных типов получены Винбергом в работе [1].  

Отдельный интерес представляет класс прямоугольных гиперболи-
ческих многогранников, то есть таких, у которых все двугранные узлы 
равны π/2. Простейшим компактным прямоугольным многогранником 
в пространстве Лобачевского является додекаэдр. Объем прямоуголь-
ного многогранника зависит от его комбинаторного строения, и как 
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показывают теоремы 1 и 2, объем можно оценить через простую ком-
бинаторную характеристику – число вершин многогранника.  

Теорема 1. [2] Пусть P – компактный прямоугольный многогран-
ник в пространстве Лобачевского с V вершинами. Имеют место сле-
дующие оценки для его объема.  

(a) Если V > 80, то  

  5
vol 10

8
tet

tet

v
P V v    

(b) Если P имеет k-угольную грань, где k ≥ 5, то 

  (5 35)
vol

8 8
tet tetv k v

P V


    

Многогранник в пространстве Лобачевского называется идеаль-
ным, если все его вершины лежат на абсолюте пространства. Про-
стейшим идеальным прямоугольным многогранником в пространстве 
Лобачевского является октаэдр.  

Теорема 2. [2] Пусть P – идеальный прямоугольный многогранник в 
пространстве Лобачевского с V вершинами. Имеют место следующие 
оценки для его объема.  

(a) Если V > 24, то  

 vol 3
2
oct

oct

v
P V v    

(b) Если P имеет k-угольную грань, где k ≥ 3, то 

  ( 5)
vol

2 4
oct octv k v

P V


    

(c) Если P имеет только треугольные или четырехугольные грани, 
а V ≥ 73, то  

   vol 9 20
2
oct

oct tet

v
P V v v     

В формулировках теорем 1 и 2 были использованы две константы, 
которые выражаются через функцию Лобачевского  

0

( ) log 2sin( ) .t dt


    

С точностью до шести знаков они имеют следующие значения: 
3 ( 3 ) 1, 0 1 4 9 4 1te tv     и 8 ( 4 )  3, 6 6 3 8 6 3o ctv    .  

Теорема 2 позволяет получить оценки объемов обобщенных гипер-
болических многогранников и гиперболических узлов и зацеплений, 
см. [3]. В работе [4] Беллетти исследовал гипотезу о максимальном 
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объеме обобщенного гиперболического многогранника заданного 
комбинаторного типа. Напомним, что многогранник в пространстве 
Лобачевского называют обобщенным, если допускается, что его вер-
шины могут быть конечными, идеальными или усеченными. В [4] бы-
ло установлено, что верхняя точная грань объемов обобщенных гипер-
болических многогранников, имеющих один и тот же одномерный 
скелет Γ, достигается на идеальном прямоугольном многограннике, 
одномерный скелет которого является срединным графом для Γ. Из 
оценок, полученных в теореме 2, вытекает следующий результат.  

Теорема 3. [3] Пусть Γ – 3-связный планарный граф с E ребрами, а 
P – обобщенный многогранник в пространстве Лобачевского для ко-
торого Γ является 1-скелетом. Тогда имеют место следующие оценки 
объемов.  

(a) Если P является тетраэдром, то  vol octP v .  

(b) Если P отличен от тетраэдра, то  

  5
vol

2 2
oct octv v

P E   . 

(c) Если E > 24, то 

 vol 3 .
2
oct

oct

v
P E v    

Работа выполнена при поддержке Минобрнауки России (соглаше-
ние № 075-02-2022-884) и гранта Фонда развития теоретической фи-
зики и математики "БАЗИС".  
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Экспериментальная математика – это тип математического иссле-

дования, в котором вычисление используется для исследования мате-
матических структур и определения их фундаментальных свойств и 
закономерностей. Как и в экспериментальной науке, эксперименталь-
ная математика может быть использована для составления математи-
ческих предсказаний, которые затем могут быть подтверждены или 
опровергнуты на основе дополнительных вычислительных экспери-
ментов. Эти исследования должны завершаться доказательством – 
«золотым стандартом» математической истины. 

Но математика больше чем доказательство. В прошлом данную 
концепцию отстаивали Дьёрдь Пойа [1], и Имре Лакатос [2], убежден-
ные сторонники эвристических методов и квазиэмпирической природы 
математики. Современная экспериментальная математика возникла 
после появления программных систем символьных вычислений (сино-
нимом является «система компьютерной алгебры»), например, система 
Mathematica с языком Wolfram [3, 4].  

Современной экспериментальной математике свойственно изложе-
ние результатов, следуя Эйлеру, у которого в изложении его результа-
тов видны все подробности самого способа работы. 

Более подробно об экспериментальной математике и о системе 
Mathematica изложено в [5]. Приведем мнение Юрия Манина о том, 
что изменилось в математике с появлением компьютеров [6]. 
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«…Появилась уникальная возможность делать физические экспе-
рименты в ментальной реальности. Можно пробовать невероятные 
вещи. Точнее, невероятные нельзя, а то, что можно, Эйлер умел делать 
и без компьютера. Гаусс тоже умел. Но теперь то, что умели Эйлер и 
Гаусс, может делать любой математик, сидя за своим письменным сто-
лом. И если у него не хватает воображения, чтобы различить какие-то 
контуры в этой платоновской реальности, он может поэксперименти-
ровать. … Более того, появились люди с математическим, но компью-
терно-ориентированным умом. Точнее сказать, это люди, которые бы-
ли и раньше, но без компьютера им чего-то не хватало. … Им компью-
тер помогает исследовать вот эту платоновскую реальность, чрезвы-
чайно эффективно при этом». 

Далее опишем некоторые результаты в теории чисел, полученные 
автором, используя экспериментальный подход с помощью 
Mathematica. 

 
Вычисление сильно-составных чисел 

Положительное целое n называется сильно-составным числом, если 
для целых m < n выполнено (m) < (n), где (x) обозначает количество 
положительных делителей числа x. Рамануджан с помощью ручных 
вычислений нашел 104 первых сильно-составных числа, но пропустил 
одно. Современные знания о сильно-составных числах описаны в [7].  

Используя результаты Рамануджана С. [8], был создан алгоритм 
для вычисления сильно-составных чисел. Исследование полученных 
автором первых 435 чисел привело к гипотезе о распределении силь-
но-составных чисел в целом [5, стр. 311-324]. На основании гипотезы 
предложен эффективный алгоритм, с помощью которого вычислены 
первые 1003 сильно-составные числа. Последнее полученное число h 
имеет 77 цифр и (h) = 111325552 312320. При помощи математиче-
ских экспериментов найдена приближенная формула (n) для оценки 
количества сильно-составных чисел меньших данного натурального 
числа n: 

(n)  1.77457 ln n + 0.293921(ln n)3/2. 
Эта формула определяет (n) весьма приближенно, она выдает от-

вет не точнее определения количества десятичных цифр. Например, 
получаем, что 2000-е сильно составное число приближенно имеет 128 
цифр.  
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Вокруг теоремы Эйлера о суммах делителей 
Рассматриваются две задачи, которые решал Эйлер [1, с. 111–127]. 

В одной задаче подсчитывается число разбиений для натуральных чи-
сел, решение другой задачи дает рекуррентную закономерность, свя-
зывающую суммы делителей натуральных чисел. Эйлер не имел опре-
деления формального степенного ряда и производящей функции, но, 
тем не менее, используя индуктивные рассуждения, получил результа-
ты, которые впоследствии были строго доказаны другими математи-
ками. В работе [9] показывается, как можно решить эти задачи с по-
мощью аппарата производящих функций и вычислений в системе 
Mathematica. Во время решения этих задач Эйлер рассматривал две 
бесконечные последовательности 0{ } :n na 

 1, –1, –1, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, … 

и 0{ } :n nb 
 1, 2, 5, 7, 12, 15, 22, 26, …. Автор получил новые результаты: 

«замкнутую форму» для этих последовательностей и производящую 
функцию для последовательности 0{ } .n nb 

   
 

Сравнения с числами Фибоначчи по простому модулю 
Рассматриваются сравнения с числами Фибоначчи F(n) по просто-

му нечетному модулю. В данном случае номер числа Фибоначчи мо-
жет быть и отрицательный: полагаем F(0) = 0  и для отрицательных 
индексов доопределяем числа Фибоначчи с помощью правила F(–n) = 
(–1)n-1F(n).  

Основным содержанием работы  [10] является  доказательство двух 
теорем: 

Теорема 1. Пусть простое p имеет вид 5t  1, k > 0  –  натуральное 
число и целые числа ak, ak–1, …, a2, a1, a0 – коэффициенты многочлена 
A(x). Тогда имеем 

F(A(p))  F(ak + ak–1 + … + a2 + a1 + a0) (mod p). 
Теорема 2. Пусть нечетное простое p имеет вид 5t  2,  k > 0  –  на-

туральное число и целые числа ak, ak–1, …, a2, a1, a0 – коэффициенты 
многочлена A(x). Тогда имеем 

0 0
( ( )) ( 1) ( )(mod ), где ( 1) ,  .

k k
R i

i i
i i

F A p F S p S a R ia
 

     
 

 
Экспериментальное исследование динамики интервалов между 

последовательными простыми числами 
В работе [11] экспериментально исследовалась динамика частоты 

r(d) появления интервала длинной d при увеличения количества рас-
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сматриваемых простых чисел. Положим D(m) – список пар чисел {d, 
r(d)}, где d пробегает все различные значения dn, а r(d) – соответст-
вующее количество повторений значения d, при n + 1 ≤ m. Пары в D(m) 
упорядочены в порядке возрастания d. 

 
 
На рисунке представлены сразу два графика изменения частоты. 

Нижний график показывает распределения частоты интервалов среди 
первых 3000 простых чисел. Верхний график показывает распределе-
ние частоты интервалов среди первых 30000 простых чисел. Посколь-
ку масштабы по оси r на исходных графиках  сильно различаются, то 
значения  частоты r(d) на нижнем графике увеличено в 6 раз. 

Дальнейшее исследование позволило предложить следующую ги-
потезу 1.  

По мере увеличения количества m рассматриваемых простых чисел 
все числа d, кратные 6, и только они, становятся локальными макси-
мами (этим значениям соответствуют пики на графиках). Точнее, это 
означает следующее.  

1) Если при каком-то m1 число d из списка D(m1) является локаль-
ным максимумом и d делится на 6, то число d остается локаль-
ным максимумом в списке D(m) и при всех m > m1.  

2)  Если же d кратно 6 и не является локальным максимумом, то 
оно станет таковым в списке D(m2) при некотором m2 > m.    

3) Если d не кратно 6 и является локальным максимумом в списке 
D(m) при некотором m, то, начиная с некоторого m1 > m, d уже 
не будет локальным максимумом в D(m1). 
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Утверждение 1) теоретически можно опровергнуть с помощью вы-
числений. Утверждения 2) и 3) нельзя опровергнуть с помощью вы-
числений даже теоретически. 

Дальнейшие вычисления привели к гипотезе 2: начиная с некоторо-
го n0 и для любого n > n0, доля количества интервалов, кратных 6, сре-
ди первых n простых чисел, составляет более 1/3.  

В действительности, просто доказывается следующее утверждение, 
более сильное, чем гипотеза 2.  

Теорема. Среди всех интервалов между соседними простыми чис-
лами доля интервалов с длиной кратной 6 составляет половину в 
асимптотическом смысле. 

Для доказательства теоремы о значении ½ для предела проделан-
ные эксперименты не нужны. Нужна только догадка о формулировке 
теоремы. Но проделанные эксперименты имеют самостоятельную 
ценность. Они дополнительно показали, каким образом осуществляет-
ся предельный переход на протяжении первых 80 миллионов простых 
чисел. Об этом говорит гипотеза 1. 

 
Последовательности биномиальных коэффициентов  

по простому модулю 
В статье [12] рассматриваются поведения бесконечных последова-

тельностей биномиальных коэффициентов x

y

 
 
 

 mod p,  х = 0, 1, 2, … 

по простому модулю (выражение a mod p обозначает остаток от деле-
ния a на p). В поисках закономерностей предварительно проводились 
математические эксперименты с помощью Wolfram Mathematica. 

Наиболее общий результат: 
Теорема. Пусть x  1 – целое, k  0 – целое, p – простое число и вы-

полнено неравенство pk  y < pk+1.  Тогда имеет место сравнение 
1

(mod ).
kx x p

p
y y

  
   

   
 

Следствие. Пусть p – простое число, y – положительное целое чис-
ло, тогда последовательность  

mod , 0,1, 2,3,...
x

p x
y

 
 

 
 

является периодической с длиной периода log ( ) 1 .p y
d p

     
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ПОРОЖДЕНИЕ ГРУППЫ ࡸࡿ૟ሺࢆ ൅   ሻ ТРЕМЯࢆ࢏
ИНВОЛЮЦИЯМИ 

Р.И. Гвоздев 

Сибирский федеральный университет  
Россия, г. Красноярск, пр. Свободный, 79, 660041 

E-mail: gvozdev.rodion@bk.ru  

Аннотация. М.К. Тамбурини и П. Цукка доказали, что специальная 
линейная группа размерности больше 13 над кольцом целых гауссовых 
чисел порождается тремя инволюциями, две из которых перестано-
вочны. Аналогичный результат для проективных специальных линей-
ных групп размерности больше 6 установили Д.В. Левчук и Я.Н. Ну-
жин. На момент 2022 года задача о порождении групп ܵܮ௡ሺܼ ൅ ܼ݅ሻ  и 
௡ሺܼܮܵܲ ൅ ܼ݅ሻ тремя инволюциями оставался нерешенным только для 
݊ ൌ 6, и ݊ ൌ 10 в случае специальных линейных групп. В данной рабо-
те доказывается порождаемость группы ܵܮ଺ሺܼ ൅ ܼ݅ሻ тремя инволю-
циями. 
Ключевые слова. Специальная линейная группа, Кольцо целых гауссо-
вых чисел, Порождающие тройки инволюций. 

GENERATION OF THE GROUP ࡸࡿ૟ሺࢆ ൅   ሻࢆ࢏
BY THREE INVOLUTIONS 

R.I. Gvozdev 

Siberian federal university 
Russia, Krasnoyarsk, Svobodny str., 79, 660041 

E-mail: gvozdev.rodion@bk.ru  

Abstract. M.K. Tamburini and P. Zucca proved that a special linear group 
of dimension greater than 13 over the ring of Gaussian integers is generat-
ed by three involutions, two of which commute. A similar result for projec-
tive special linear groups of dimension greater than 6 was established by 
D.V. Levchuk and Ya.N. Nuzhin. At the time of 2022, the problem of gener-
ating the groups	ܵܮ௡ሺܼ ൅ ܼ݅ሻ and ܲܵܮ௡ሺܼ ൅ ܼ݅ሻ by three involutions re-
mained unsolved only for ݊ ൌ 6, and ݊ ൌ 10 in the case of special linear 
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groups. In this paper, we prove that the group ܵܮ଺ሺܼ ൅ ܼ݅ሻ is generated by 
three involutions. 
Keywords. Special linear group, Ring of Gaussian integers, Generating 
triples of involutions. 

Введение. Группу, порожденную тремя инволюциями, две из кото-
рых перестановочны, мы будем называть ሺ2 ൈ 2, 2ሻ – порожденной. 
Очевидно, из ሺ2 ൈ 2, 2ሻ – порожденности какой-то группы следует 
ሺ2 ൈ 2, 2ሻ – порожденность любого её неединичного гомоморфного 
образа (при этом мы не исключаем, что порождающие инволюции мо-
гут совпадать). М.К. Тамбурини и П. Цукка [1]  доказали ሺ2 ൈ 2, 2ሻ – 
порожденность некоторых классических групп над определенными d – 
порожденными областями целостности, в случае достаточно большой 
размерности n, зависящей от d. В частности, из результатов [1] следует 
ሺ2 ൈ 2, 2ሻ – порожденность  специальной линейной группы размерно-
сти больше 13 над кольцом целых гауссовых чисел. Аналогичный ре-
зультат для проективных специальных линейных групп размерности 
больше 6 установили Д.В. Левчук и Я.Н. Нужин [2-3].   Доказательство 
в [2-3] состояло в том, что порождающие указывались явно, причем в 
случае размерностей ݊ ് 4݇ ൅ 2 они выбирались из ܵܮ௡ሺܼ ൅ ܼ݅ሻ, то 
есть для таких размерностей, группа ܵܮ௡ሺܼ ൅ ܼ݅ሻ тоже ሺ2 ൈ 2, 2ሻ – по-
рождена. Из статьи [4] следует, что группа ܵܮ଺ሺܼ ൅ ܼ݅ሻ не является 
ሺ2 ൈ 2, 2ሻ – порожденной, а в [5] установлено, что группы ܲܵܮ௡ሺܼ ൅
ܼ݅ (а, следовательно, и ܼܵ݊ܮ൅ܼ݅) размерности ݊൏4 не являются 2ൈ2,	2 
– порожденными, но для групп ܲܵܮଶሺܼ ൅ ܼ݅ሻ, ܵܮଷሺܼ ൅ ܼ݅ሻ, ܵܮସሺܼ ൅
 .6ܼ൅ܼ݅ найдены порождающие тройки инволюцийܮܵܲ ,5ܼ൅ܼ݅ܮܵ ,ܼ݅
Таким образом, суммируя перечисленные результаты, получаем, что 
для любого  ݊ ൒ 2 группа ܲܵܮ௡ሺܼ ൅ ܼ݅ሻ порождается тремя 
инволюциями, а в случае групп ܵܮ௡ሺܼ ൅ ܼ݅ሻ ответ неизвестен только 
для ݊ ൌ 6 и ݊ ൌ 10. 

Результаты. Основным результатом является следующая 
Теорема. Группа ܵܮ଺ሺܼ ൅ ܼ݅ሻ порождается тремя инволюциями, 

никакие две из которых не перестановочны. 
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ROTA-BAXTER OPERATORS ON GROUPS 

V.Yu. Gubarev 
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Abstract. We give a short survey on Rota-Baxter operators on groups de-
fined by L. Guo et. al in 2021. To the moment, a dozen of works on the sub-
ject has been written, and this direction is rapidly developing. 

Let G be a group. A map B: G → G is called a Rota-Baxter operator 
(RB-operator) on G if  

B(g)B(h) = B(gB(g)hB(g)-1) 

holds for all g,h from G [9]. 
A group endowed with a Rota-Baxter operator is called a Rota-Baxter 

group (RB-group). L. Guo et al. showed [9] that under the correspondence 
between Lie groups and Lie algebras a Rota-Baxter operator on a Lie group 
converts to a RB-operator on the Lie algebra [3]. 

Let G be a group, consider its lower central series Gi, i = 1, 2, ..., where 
G1 = G and Gi+1 = [G,Gi]. The associated graded abelian group 
L(G) =∑௡ஹଵ Gn/Gn+1 has the structure of a Lie ring under the product 
[xGi+1,yGj+1] =  [x,y]Gi+j+1, where [x,y] is the group commutator. In [2], it is 
proved that given an RB-group (G,B) such that B(Gn) is a subset of Gn for 
all n ≥ 1, then R defined as R(xGi+1) = B(x)Gi+1 is an RB-operator on the Lie 
ring L(G). 

Let G be a group. Given an exact factorization G = HL, 
a map B: G → G defined as follows, B(hl) = l-1 is an RB-operator on G. 

Free Rota-Baxter group generated by a set X was built in [6]. 
By [9], given a Rota-Baxter group (G,·,B), the pair (G,○) with the prod-

uct g○h = gB(g)hB(g)-1, where g,h from G, is also a group. Moreover, in [1], 
it was shown that (G,·,○) is a skew left brace [8], i.e. the group operations · 
and ○ are connected by the relation 

a○(b·c) = (a○b)·a-1·(a○c). 



Всероссийская конференция по математике и механике. 2–5 октября, 2023 г., г. Томск 

24 

In [5], this property was extended for weak left braces. 
In [1], it was proved that every skew left brace can be embedded into 

an RB-group. In 2023, A. Caranti and L. Stefanello clarified [4] when dif-
ferent RB-operators defined on a group induce the same skew left brace. 

In [7], M. Goncharov defined an RB-operator on a cocommutative Hopf 
algebra generalizing both notions: Rota-Baxter operator on a Lie algebra 
and Rota-Baxter operator on a group. 

 The study was supported by a grant from the Russian Science 
Foundation № 23-71-10005, https://rscf.ru/project/23-71-10005/. 
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СВОЙСТВА МНОЖЕСТВА Kр В КОНЕЧНЫХ ГРУППАХ 
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E-mail: aizabarina@gmail.com  

Аннотация. Исследованы свойства множества Kp, состоящего из 
элементов неабелевой группы, коммутирующих ровно с p элементами 
группы G. В частности, доказан критерий множества K2. 
Ключевые слова. Группа, централизатор элемента, инволюция, силов-
ские подгруппы. 

PROPERTIES OF THE Kр SET IN FINITE GROUPS 

A.I. Zabarina, E.A. Fomina 

Tomsk State Pedagogical University 
Russia, Tomsk, Kievskaya str., 60, 634061 

Abstract. The properties of a set Kp consisting of elements of a non-Abelian 
group commuting exactly with p elements of group G are investigated. In 
particular, the criterion of the K2 set is proved. 
Keywords: group, centralizer of an element, involution, Sylow subgroups. 

В [1-3] изучались некоторые свойства конечных групп, в которых 
существуют элементы порядка р, порядок централизатора которых 
равен порядку элемента. Множества таких элементов мы обозначаем 
Kр, где р – произвольное простое число.  

Имеют место следующие результаты о множествах Kp в конечных 
группах. [1-4] 

1. Пусть |G| = n. Тогда, если Kp не пусто, то n делится на р и не де-
лится на р2. 

2. Множество Kp является инвариантным подмножеством G.
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3. Пусть |G| = n. Тогда
2 ( 1)

0, , , ...,p

n n p n
K

p p p



 
 
 

.

4. Пусть G – неабелева группа с тривиальным центром Z(G) = {e},
|G| = p1p2pk, k  3, p1 < p2 <  < pk. Тогда, если ,

ipa K  то 

i  {1, k}.
5. Пусть G – неабелева группа, |G| = p2q, p и q – простые числа,

Z(G) = e. Так как |G| p2, то, согласно свойству 1, Kp = . Для
множества Kq возможны два случая:

 если p > q, то  |Kq| = p2(q – 1);
 если p < q, то |Kq| зависит от того, какая из силовских подгрупп

Hq или 
2p

H  группы G является её нормальным делителем.

В первом случае |Kq| = q – 1. Во втором – |Kq| = p2(q – 1). 

Известно, что исследование свойств централизатора инволюций 
сыграло важную роль при доказательстве классификационной теоремы 
конечных простых групп [5].  

Критерий множества K2 также использует свойства множества ин-
волюций группы G. 

Критерий K2. Пусть G – конечная группа, содержащая множество 
инволюций J. Тогда: 

J = K2  JJ  (G \ J)  (G \ J) < G. 
Доказательство критерия опирается на следующие свойства K2: 

1. K2  J;
2. Если i1, i2  K2, то i1i2  K2;
3. Если K2  , то

a) 2
| |

;
2

G
K   

b) а  G \ J  u* K2  u, u K2 (a = u*u = uu*);
c) K2 = J;
d) |G| = 4q + 2;
e) (G \ K2) = (G \ J) < G.

В [4] показано, что в трехмерной проективной специальной линей-
ной группе PSL3(4) (обозначение взято из [5]) множество K5 не пусто, в 
отличии от другой простой группы А8 того же порядка. 

Для множества K5 доказан следующий результат. 
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Предложение. Пусть G – конечная простая группа, k  K5, A = k. 
Тогда |NG(A)|  2 и каждая инволюция из NG(A) инвертирует каждый 
элемент из А.  
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О МЕТРИЗУЕМОСТИ ОДНОРОДНЫХ ПРОСТРАНСТВ 

К.Л. Козлов 

Национальный исследовательский ядерный университет «МИФИ», 
г. Москва 
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Аннотация. Исследуется метризуемость факторпространств под-
групп полных по Чеху групп.   
Ключевые слова. Метризуемость, полная по Чеху группа, факторпро-
странство топологической группы. 

Введение. Наиболее общие результаты о метризуемости однород-
ных пространств счетного характера, являющихся факторпространст-
вами топологических групп, следующие.  

При наложении ограничений на подгруппу: 
(а) факторпространство G/ H счетного характера топологической 

группы G по равномерной подгруппе H, метризуемо [1 - 3].  

При наложении ограничений на группу: 
(б) факторпространство G/H полной по Чеху группы G по замкну-

той Gδ подгруппе H метризуемо [4]; 
(в) факторпространство G/H счетного характера ω-уравновешенной 

группы G по замкнутой  подгруппе H метризуемо [5]. 

Постановка задачи. Обобщение результатов (б) и (в): однородное 
пространство счетного характера, являющееся факторпространством 
подгруппы произведения полных по Чеху групп, метризуемо.  

Результаты. Теорема. Пусть (G, X, α)  G-пространство с d-
открытым действием  α подгруппы G произведения полных по Чеху 
групп. Если ˇ X счетного характера и |X/G| (количество орбит дейст-
вия) счетно, то X метризуемо. 

Следствие. Пусть G подгруппа произведения полных по Чеху 
групп, H замкнутая подгруппа G. Тогда факторпространство G/H мет-
ризуемо в том и только в том случае, если характер G/H счетен.  
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Следствие. Если факторпространство G/H неметризуемо и счетно-
го характера, то группа G не может быть подгруппой произведения 
полных по Чеху групп.  

Заключение. Устанавливается метризуемость факторпространств 
счетного характера подгрупп произведения полных по Чеху групп. 
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Аннотация. В 1943 году М. Холл выделил первые примеры квазиполей, 
не являющихся ни полуполями, ни почти-полями, – квазиполя Холла. 
Квазиполе размерности 2 над центром GF(q), каждый нецентральный 
элемент которого является является корнем фиксированного непри-
водимого над GF(q) квадратичного многочлена, называется квазипо-
лем Холла. Обсуждаются структурные вопросы В.М. Левчука о под-
полях, спектрах и автоморфизмах, вопрос Г. Венэ о правопримитив-
ности. Увеличение размерности в определении квазиполя Холла приво-
дит к примерам квазиполей, допускающих покрытие полями. 
Ключевые слова. Квазиполе Холла, автоморфизм, спектр, правопри-
митивность. 

Введение. С начала прошлого века взаимосвязанно изучаются 
плоскости трансляций и координатизирующие их квазиполя. К поня-
тию квазиполя приходят, исключив в списке аксиом тела ассоциатив-
ность умножения и один из дистрибутивных законов. Первые нетриви-
альные примеры полуполей (дистрибутивных квазиполей) и почти-
полей (ассоциативных квазиполей) были представлены Л. Диксоном в 
1905–1906 гг. Строение даже известных конечных квазиполей изучено 
мало, как показывает обзор 2007 г. [1]. Первые примеры конечных ква-
зиполей, не являющихся ни полуполями, ни почти-полями, построил 
М. Холл в 1943 г. Квазиполе ܳ порядка ݍଶ (ݍ ൌ  ,(простое число – ݌ ,௡݌
двумерное над центром ܭ ≅  ,ሻ, называется квазиполем Холлаݍሺܨܩ
если все нецентральные элементы являются корнями одного неприво-
димого квадратичного многочлена ߮ሺݔሻ ൌ ଶݔ െ ݔݎ െ ݏ ∈   .ሿݔሾܭ

Постановка задачи. Следующие вопросы строения конечных по-
луполей и квазиполей исследовались в различных ситуациях уже дав-
но и записаны В.М. Левчуком в [2]. 

 (A)  Перечислить максимальные подполя, найти их число и воз-
можные порядки. 



Всероссийская конференция по математике и механике. 2–5 октября, 2023 г., г. Томск 

31 

(B) Выявить конечные квазиполя ܳ с неоднопорожденной 
лупой ܳ∗. 

(C) Выявить, какие возможны спектры лупы ܳ∗ конечного полупо-
ля и квазиполя ܳ. 

(D) Найти порядок группы автоморфизмов. 
В работе исследуются перечисленные вопросы для конечных ква-

зиполей Холла. Правоупорядоченная и левоупорядоченная степень 
элемента квазиполя определяются индуктивно: ܽଵሻ ൌ ܽሺଵ ൌ ܽ, ܽ௡ାଵሻ ൌ
ܽ௡ሻ ∙ ܽ, ܽሺ௡ାଵ ൌ ܽ ∙ ܽሺ௡ (݊ ൌ 1,2,…), ݊-й степенью называем любое про-
изведение ݊ множителей, равных ܽ. Аналогично теоретико-групповым 
понятиям, вводятся порядок элемента, его левый и правый порядки, 
спектр мультипликативной лупы ܳ∗ ненулевых элементов, ее левый и 
правый спектры. 

Результаты. Для квазиполя Холла ܳ обозначим ܲሺݎ, -ሻ его миниݏ
мальное подполе в ܭ, содержащее ݏ ,ݎ. 

Предложение 1. Центр ܭ конечного квазиполя Холла ܳ является 
единственным его максимальным подполем, за исключением случая 
ܭ ≅ ሻݔሺ2ଶ௠ାଵሻ, ߮ሺܨܩ ൌ ଶݔ ൅ ݔ ൅ 1, когда ܳ есть объединение ܭ  и 
подполей порядка 4.  

Предложение 2. Правый спектр квазиполя Холла ܳ равен ܯ∪ ሼ݉ሽ, 
где ܯ – множество всех делителей числа ݍ െ 1, ݉ – делитель числа 
ଶݍ െ 1, не делящий ݍ െ 1. Левый порядок любого нецентрального эле-
мента равен трем при ݎ ൌ 0, четырем при ݎ ൌ  и больше четырех в ݏ
остальных случаях. 

Если лупу ܳ∗ исчерпывают правоупорядоченные степени одного 
элемента, то ܳ и ܳ∗ называют правопримитивными. Результаты 
М. Кордеро и В. Джа [3] о примитивности уточнены и дополнены 
контрпримерами. 

Предложение 3. Квазиполе Холла ܳ является правопримитивным 
тогда и только тогда, когда ܲሺݎ, ሻݏ ൌ -ሻ – примитивный неприݔи ߮ሺ ܭ
водимый многочлен над ܭ. 

Известный результат о транзитивности на нецентральных элемен-
тах группы ݐݑܣ௄ܳ автоморфизмов ܳ, фиксирующих каждый элемент 
из центра, дополнен матричным представлением всех автоморфизмов 
квазиполя Холла. 

Меняя в определении степень многочлена либо размерность квази-
поля, мы получим квазиполя, свойства которых еще предстоит опи-
сать. П.К. Штуккерт в [5] показано, что существуют три квазиполя 
порядка 16, каждое из которых есть теоретико-множественное объеди-
нение семи максимальных подполей порядка 4. Эти квазиполя не яв-



Всероссийская конференция по математике и механике. 2–5 октября, 2023 г., г. Томск 

32 

ляются квазиполями Холла, так как имеют размерность 4 над центром 
ܼଶ, хотя все их нецентральные элементы являются корнями одного 
многочлена ߮ሺݔሻ ൌ ଶݔ ൅ ݔ ൅ 1. Более того, доказано, что эти квазипо-
ля не содержатся ни в одном квазиполе Холла. 

Заключение. Несмотря на то, что квазиполя Холла давно известны 
и хорошо изучены, некоторые вопросы строения заслуживают внима-
тельного рассмотрения. Простор для исследования открывают воз-
можности обобщения квазиполей Холла. 

Работа поддержана Красноярским математическим центром, 
финансируемым Минобрнауки РФ (Соглашение 075-02-2023-936). 
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Аннотация. Кольца формальных матриц (далее – КФМ) над кольцами 
вычетов – показательный, содержательный и, вместе с тем, доста-
точно просто устроенный пример КФМ. В этом докладе мы приведем 
некоторые их свойства. 
Ключевые слова. Кольцо, формальная матрица, обобщенная матрица, 
кольцо контекста Мориты. 

Введение. Все кольца – ассоциативные с единицей, U(R), Idem(R), 
Nil(R) – группа обратимых элементов, множество идемпотентов и 
множество нильпотентов кольца R, E(G) – кольцо эндоморфизмов абе-
левой группы G, Z – кольцо (и группа) целых чисел,  Z/pnZ – кольцо (и 
группа) вычетов по модулю pn. 

Постановка задачи. Пусть p – простое, m>n>0, рассмотрим КФМ 

/ /
; , , ,

/ /

m n m n

n n n n

p p a p b p
K a b c d

p p c p d p

         
    

Z Z Z Z Z Z

Z Z Z Z Z Z
Ժ

с произведением: 
m n m n

n n n n

a p b p a p b p
A A

c p d p c p d p

                    

Z Z Z Z

Z Z Z Z
 

m n m n

n m n n

aa p bc p ab bd p

ca dc p p cb dd p





       
         

Z Z

Z Z
. 

Как показали Крылов и Туганбаев [1] K изоморфно 
E((Z/pmZ)  (Z/pnZ)). Эндоморфизму  группы Z/pmZ  Z/pnZ соответ-




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ствует единственная формальная матрица 
m n

n n

a p b p
A

c p d p

  
  

  

Z Z

Z Z
, 

a, b, c, d  Z, такая, что для всяких z1, z2  Z выполнено 
(z1+pmZ, z2+pnZ)=(az1+pm-nbz2 +pmZ, cz1+dz2+pnZ). Ранее Бергман [2] 
доказал, что E((Z/p2Z)  (Z/pZ)) нельзя вложить в кольцо «обычных» 
матриц ни над каким коммутативным кольцом. 

Крылов [3] обобщил понятие определителя на случай произволь-
ных формальных матриц и формальных матриц из K. Степанова и Ти-
мошенко, пользуясь этим, смогли найти условия обратимости в K [4]. 

Именно, матрица 
m n

n n

a p b p
A K

c p d p

  
  

  

Z Z

Z Z
 обратима тогда и толь-

ко тогда, когда числа a и d не делятся p.  
Напомним, что кольцо R называется 2-хорошим, если всякий его 

элемент есть сумма двух обратимых, изящным, если любой ненулевой 
элемент – сумма нильпотентного и обратимого, ниль-чистым, если 
всякий элемент – сумма идемпотента и нильпотента, ниль-хорошим, 
если любой элемент – сумма нильпотентного и обратимого или нуле-
вого. Подробнее об аддитивных задачах можно прочитать, например, в 
[5].   

Результаты. Теорема 1[6]. При p>2, K – 2-хорошее кольцо, а при 
p=2 K не является хорошим, то есть в K найдутся матрицы, непредста-
вимые в виде сумм конечного числа обратимых матриц. 

Получаем интересную ситуацию: Z/2nZ – ω-хорошее кольцо, M(2, 

Z/2nZ) – 2-хорошее, а 
2 2
2 2

m n

n n

 
 
 

Z/ Z Z/ Z

Z/ Z Z/ Z
 – не хорошее.  

Теорема 2[7]. Пусть 
m n

n n

a p b p
A K

c p d p

  
  

  

Z Z

Z Z
. Матрица А 

нильпотентна тогда и только тогда, когда числа a и d кратны p. 
Следствие 3[7]. В K есть матрицы непредставимые в виде суммы 

нильпотентной и обратимой или нулевой, то есть K – не ниль-хорошее 
кольцо. 

Следствие 4[7]. Поскольку K – не ниль-хорошее кольцо, то оно не 
будет и изящным. 
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Теорема 5[7]. Матрица А – нетривиальный идемпотент в K тогда и 
только тогда, когда 

1

1
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, где Ci – числа 

Каталана, 
1m

m n
     

 и 
1n

m n
     

. 

Следствие 6[7]. K – (p–1)-ниль-чистое кольцо. 
Следствие 7[7]. Если p>2, то K – не ниль-чистое кольцо. 
Следствие 8[7]. K – ниль-хорошее чистое кольцо. 
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УДК 512.54 

О ЗАМКНУТОСТИ КОВРОВ АДДИТИВНЫХ ПОДГРУПП,  
АССОЦИИРОВАННЫХ С ГРУППАМИ ШЕВАЛЛЕ,  

НАД КОММУТАТИВНЫМИ КОЛЬЦАМИ 
 

Я.Н. Нужин 
 

Сибирский федеральный университет 
Россия, г. Красноярск, пр. Свободный, 79, 660041 

E-mail: nuzhin2008@rambler.ru  
 
Аннотация. Установлено достаточное условие замкнутости ковра 
аддитивных подгрупп ܣ ൌ ሼܣ௥|ݎ ∈ -над произвольным ком	ߔ ሽ типаߔ
мутативным кольцом ܭ и, тем самым, получен положительный от-
вет на вопрос 19.63 из Коуровской тетради и подтверждена одна 
гипотеза В. М. Левчука при условии, что тип ߔ отличен от	ܥ௟, ݈ ൒ 4, 
когда характеристика кольца ܭ есть 0 или 2m для некоторого нату-
рального числа ݉ ൐ 1. Также, получен частичный ответ на вопрос 
19.62.  
Ключевые слова. Группа Шевалле, коммутативное кольцо, ковер ад-
дитивных подгрупп, ковровая подгруппа. 
 

ON THE CLOSEDNESS OF CARPETS OF ADDITIVE  
SUBGROUPS, ASSOCIATED WITH CHEVALLEY GROUPS  

OVER COMMUTATIVE RINGS 
 

Ya.N. Nuzhin 
 

Siberian Federal University 
Russia, Krasnoyarsk, Svobodny Ave., 79, 660041 

E-mail: nuzhin2008@rambler.ru  
 
Annotation. It is established a sufficient condition for the closedness of the 
carpet of additive subgroups ܣ ൌ ሼܣ௥|ݎ ∈  over an arbitrary	ߔ ሽ of typeߔ
commutative ring ܭ. As a corollary, we obtain a positive answer to question 
19.63 from the Kourovka notebook and a confirmation one Levchuk's hy-
pothesis, provided that the type ߔ	 is different from ܥ௟, ݈ ൒ 4, when the 
characteristic of the ring ܭ is 0 or 2m for some natural number ݉ ൐ 1. 
Also, a partial answer to question 19.62 is given. 
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Keywords. Chevalley group, commutative ring, carpet of additive sub-
groups, carpet subgroup. 

 
Введение. Далее Φ –	приведенная неразложимая система кор-

ней, ܧሺΦ,ܭሻ	–	элементарная группа Шевалле типа Φ над коммутатив-
ным кольцом ܭ. Группа ܧሺΦ,ܭሻ порождается своими корневыми под-
группами x୰ ሺKሻ ൌ ሼx୰ሺtሻ|t ∈ ,ሽܭ r ∈ Φ. Подгруппы ݔ௥ሺܭሻ абелевы и 
для каждого ݎ ∈ Φ и любых ݐ, 	ݑ ∈  справедливы соотношения	ܭ	

ሻݑ௥ሺݔሻݐ௥ሺݔ ൌ ݐ௥ሺݔ ൅  ሻ.   (1)ݑ

Назовем ковром типа Φ над K всякий набор аддитивных под-
групп A ൌ ሼܣ௥ | r ∈ Φሽ кольца K с условием 

௥௜ܣ௜௝,௥௦ܥ ௦ܣ
௝ ⊆ ,௜௥ା௝௦ܣ  при ݎ, ,ݏ ݎ݅ ൅ ݏ݆ ∈ ,ߔ  ݅ ൐ 0,  ݆ ൐ 0,         (2) 

где A௥௜ ൌ ሼܽ௜ | ܽ ∈ A௥ሽ, а константы ܥ௜௝,௥௦ ൌ േ1,േ2,േ3 определяют-
ся коммутаторной формулой Шевалле 

ሾݔ௦ሺݑሻ, ሻሿݐ௥ሺݔ ൌ ∏ ௝൯௜,௝வ଴ݑሻ௜ݐ௜௝,௥௦ሺെܥ௜௥ା௝௦൫ݔ , ,ݎ  ,ݏ ݎ݅ ൅ ݏ݆ ∈  (3)  .ߔ

Всякий ковер A типа Φ над K определяет ковровую подгруппу 
ሻܣ,ሺΦܧ ൌ ݎ | ௥ሻܣ௥ሺݔۦ ∈ Φۧ группы ܧሺΦ, ,ሻܭ где	ۧܯۦ – подгруппа, по-
рожденная множеством M. Ковер ܣ называется замкнутым, если его 
ковровая подгруппа ܧሺߔ,  ሻ не имеет новых корневых элементов, тоܣ
есть если  ܧሺߔ, ሻܣ ∩ ሻܭ௥ሺݔ ൌ ,௥ሻܣ௥ሺݔ ݎ  ∈  .ߔ

Данное определение ковра ввел В. М. Левчук и оно впервые бы-
ло записано в следующем вопросе из Коуровской тетради [1]. 

Вопрос А). Какие условия на ковер ܣ (в терминах ܣ௥) над ком-
мутативным кольцом ܭ необходимы и достаточны для того, чтобы 
ковер ܣ был замкнутым? [1, вопрос 7.28, 1980 г.] 

Гипотеза Б). Включений ܣ௥ିܣ௥ܣ௥ ⊆ ,ܣ ݎ ∈  достаточно для ,ߔ
замкнутости ковра аддитивных подгрупп ܣ ൌ ሼܣ௥|ݎ ∈ Φሽ над комму-
тативным кольцом K.  [2, стр. 523, 1982 г.] 

Следующий вопрос автора данной заметки является усилением 
гипотезы Б), а для нечетной характеристики основного кольца коэф-
фициентов ܭ они эквивалентны. 

Вопрос В). Являются ли включения ܣ௥ଶିܣ௥ ⊆ ݎ ,௥ܣ ∈ -доста ,ߔ
точными для замкнутости ковра аддитивных подгрупп ܣ ൌ ሼܣ௥|ݎ ∈
 [.вопрос 19.63, 2018 г ,1] ?ܭ ሽ над коммутативным кольцомߔ

По элементарному ковру ܣ ൌ ሼܣ௥|ݎ ∈ Φሽ типа Φ ранга ݈ ൒ 2 оп-
ределим набор аддитивных подгрупп B୯ ൌ ∑C୧୨,୰ୱ A୰୧ Aୱ

୨ , q ∈ Φ, где 
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суммирование ведется по всем натуральным числам ݅, ݆ и корням 
,ݎ ݏ ∈ Φ, для которых ݅ݎ ൅ ݏ݆ ൌ Набор B .ݍ ൌ ሼB୯|q ∈ Φሽ является ков-
ром, и он называется производным от [3] ܣ. Известно, что для Φ типа 
 .௟ ковер B является замкнутым [4]ܣ

Вопрос Г). Будет ли любой производный ковер ܤ ൌ ሼܤ௤|ݍ ∈  ሽߔ
над коммутативным кольцом K замкнутым? [1, вопрос 19.62, 2018 г.] 

Результаты. Основным результатом является 
Теорема 1. Включения ܣ௥ଶିܣ௥ ⊆ ݎ ,௥ܣ ∈ Φ, являются достаточ-

ными для замкнутости ковра аддитивных подгрупп ܣ ൌ ሼܣ௥|ݎ ∈  ሽߔ
над коммутативным кольцом ܭ при условии, что тип ߔ отличен от 
݈ ,௟ܥ ൒ 4, когда характеристика кольца K есть 0 или 2m для некоторо-
го натурального числа ݉ ൐ 1. 

Следствие 1. Гипотеза Б) справедлива при условии, что тип ߔ 
отличен от ܥ௟, ݈ ൒ 4, когда характеристика кольца K есть 0 или 2m 
для некоторого натурального числа ݉ ൐ 1. 

Следствие 2. Производный ковер ܤ ൌ ሼܤ௤|ݍ ∈ -ሽ над коммутаߔ
тивным кольцом K характеристики ݌ замкнут, если НОДሺ݌, 2ሻ ൌ 1, 
когда	ߔ типа ܤ௟, ܥ௟  или ܨସ, и если НОДሺ݌, 6ሻ ൌ 1 для ߔ типа ܩଶ . 

Работа поддержана РНФ, проект 22-21-00733. 
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ON RADICALS OF NOVIKOV ALGEBRAS 
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Abstract. We show that in a prime nonassociative Novikov algebra every 
nonzero ideal is non-associative. We prove that Baer (and Andrunakievich) 
radical and the largest left quasiregular ideal coincide in finite dimensional 
Novikov algebras over a field of characteristic 0 or algebraically closed 
field of odd characteristic. We show non-existence of right quasiregular 
radical in finite dimensional Novikov algebras. 
Keywords: Novikov algebra, Andrunakievich radical, quasiregular radical, 
Baer radical. 

 
Introduction. The structure theory of any variety of algebras is strongly 

related to the theory of radicals that exist in this variety [1]. For example, in 
alternative algebras there are many useful radicals well known from the 
associative case: the Jacobson, Baer, Köthe, Levitsky, Andrunakievich radi-
cals. In Jordan algebras the situation is slightly different: the quasiregular 
radical does not have such a good characterization as in the associative case, 
and the existence of the Baer radical has been an open question for more 
than half a century. However, in Jordan algebras there are a lot of other rad-
icals (Andrunakievich, Köthe, Levitsky), as well as the McCrimmon radi-
cal, which is specific for the Jordan case. 

Definition 1. (see [2]). An algebra ܣ over a field is called a Novikov al-
gebra if the following identities hold: 

ሺݕݔሻݖ െ ሻݖݕሺݔ ൌ ሺݔݕሻݖ െ  ,ሻݖݔሺݕ

ሺݕݔሻݖ ൌ ሺݖݔሻݕ. 

In recent years, an active study of the structure and combinatorial theo-
ries of Novikov algebras has resumed. In the article [3] I.P. Shestakov and 
Z. Zhang proved that the following three properties are equivalent for the 
Novikov algebra ܣ :ܣ is solvable, ܣ is right-nilpotent, and ܣଶ is nilpotent. 
In addition, in this paper it is shown that the minimal ideal of the Novikov 
algebra is either simple or has zero multiplication. In the paper [4] the au-



Всероссийская конференция по математике и механике. 2–5 октября, 2023 г., г. Томск 

 
41 

 

thor shows that every ideal in a prime Novikov algebra is a prime Novikov 
algebra. A similar statement was proved for semiprime algebras, which 
made it possible to assert the existence of a Baer radical (in the sense of 
Kurosh) in the variety of Novikov algebras.  

Definition 2. An element ݔ ∈  is called left quasiregular if there exists ܣ
ݕ ∈ ݔ such that	ܣ ൅ ݕ ൌ ݔ An element .ݔݕ ∈  is called right quasiregular ܣ
if there exists ݕ ∈ ݔ such that ܣ ൅ ݕ ൌ  An element is called .ݕݔ
quasiregular if there exists ݕ ∈ ݔ such that ܣ ൅ ݕ ൌ ݕݔ ൌ  An algebra is .ݔݕ
called quasiregular (right quasiregular, left quasiregular) if all its elements 
are quasiregular (right quasiregular, left quasiregular). 

Results. We study radicals in Novikov algebras (especially in finite di-
mensional ones). We proved the following theorems. 

Theorem 1. In a finite dimensional Novikov algebra, the Baer radical 
coincides with the Andrunakievich radical. 

Theorem 2. Let ܨ be a field of characteristic 0 or an algebraically 
closed field of characteristic ݌ ൐ 2. A finite dimensional Novikov algebra 
over the field ܨ is left quasiregular if and only if it is solvable. 

Also we proved the same construction for Andrunakievich radical in 
Novikov algebras as the famous construction for associative and alternative 
algebras. 

Theorem 3. The Andrunakievich radical ݀݊ܣሺܣሻ of the Novikov alge-
bra ܣ is hereditary. Moreover, the quotient algebra ݀݊ܣ/ܣሺܣሻ is a subdirect 
product of subdirectly irreducible algebras with an idempotent heart. 

The following example is well-known and we can use it to show that 
some properties does not have radical properties. 

Example 1. Consider the two-dimensional Novikov algebra ܣ ൌ ܽܨ ൅
with multiplication ܽଶ ܾܨ ൌ ܾଶ ൌ ܾܽ ൌ 0, ܾܽ ൌ ܾ, [5]. It is easy to see that 
the spaces ܽܨ and ܾܨ are quasiregular. However, it is directly verified that 
the element ܽ ൅ ܾ is not right quasiregular. Thus, the largest quasiregular 
(right quasiregular) ideal in ܣ is ܾܨ. In particular, a solvable radical need 
not be quasiregular or right quasiregular in finite dimensional Novikov al-
gebras. Since an algebra with zero multiplication is obviously quasiregular, 
the property of quasiregularity (right quasiregularity) is not radical in the 
class of finite dimensional Novikov algebras, namely, the following proper-
ty does not hold: if an ideal ܫ	and quotient algebra ܫ/ܣ are radical, then ܣ is 
radical. 

Conclusion.  We prove that the Andrunakievich and Baer radicals coin-
cide with each other and with the largest solvable ideal in the finite-
dimensional Novikov algebra. Moreover, in the case of a field of character-
istic 0 or an algebraically closed field of odd characteristic, the left 
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quasiregular radical also coincides with the Baer radical. Also we show that 
quasiregularity and right quasiregularity are not radical properties in 
Novikov algebras. 
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Аннотация. Рассматриваются две конструкции, позволяющие эф-
фективно по памяти задавать квазигруппы большого порядка: пра-
вильные семейства функций и ортоморфтизмы на основе обобщенных 
регистров сдвига с обратной связью. 
Ключевые слова. Квазигруппа, правильное семейство функций, орто-
морфизм, регистр сдвига с обратной связью. 
 

FUNCTIONAL SPECIFICATION OF FINITE QUASIGROUPS 
 

A.E. Pankratiev, A.V. Galatenko 
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Russia, Moscow, Leninskie Gory, 1, 119991 
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Abstract. We consider two constructions that allow one to specify large 
quasigroups in a memory-efficient way, namely, proper families of functions 
and orthomorphisms based on generalized feedback shift registers. 
Keywords. quasigroup, proper family of functions, orthomorphism, feed-
back shift register. 
 

Введение. Конечные квазигруппы являются перспективной плат-
формой для реализации различных криптографических примитивов 
[1]. В ряде алгоритмов возникают квазигруппы большого порядка, 
таблицы Кэли которых не помещаются в память [2]. Возможный вы-
ход из положения – переход от табличного задания к функционально-
му. В работе рассматриваются две конструкции, позволяющие эффек-
тивно по памяти задавать квазигруппы большого порядка: правильные 
семейства функций и ортоморфизмы на основе обобщенных регистров 
сдвига с обратной связью. Все объекты предполагаются конечными. 
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Основные определения. Квазигруппой называется множество 
с введенной на нем бинарной операцией, обратимой по каждому аргу-
менту. 

Семейство ܨ ൌ ሺ ଵ݂,… , ௡݂ሻ функций k-значной логики от n перемен-
ных называется правильным, если для любых различных наборов 
′ݔ ൌ ሺݔ′ଵ,… , ′′ݔ ௡ሻ и′ݔ ൌ ሺݔ′′ଵ,… ,  ௡ሻ найдется индекс i такой, что′′ݔ
௜′ݔ ് ௜ и ௜݂′′ݔ ሺݔ′ሻ ൌ ௜݂ሺݔ′′ሻ. 

Пусть (G,+) — абелева группа. Ортоморфизмом (полной переста-
новкой) называется перестановка s на множестве G такая, что ݏሺݔሻ െ  ݔ
также является перестановкой. В этом случае операция ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ
ݔሺݏ െ ሻݕ ൅  .задает квазигруппу на множестве G [3] ݕ

Обобщенным регистром сдвига с обратной связью называется век-
тор-функция ܪሺݔሻ ൌ ሺ݄ଵ, … , ݄௡ሻ на множестве ܩ௡ такая, что ݄ଵ ൌ ଶݔ ൅
ܿଵ,… , ݄௡ିଵ ൌ ௡ݔ ൅ ܿ௡ିଵ, ݄௡ ൌ ଵݔ ൅ ݃ሺݔଶ,… , ௡ሻݔ ൅ ܿ௡ (легко видеть, что 
-௡). Это понятие обобщает ряд констܩ является перестановкой на ܪ
рукций, предложенных Марковским и Милевой для квазигруппового 
представления шифров [4]. 

Результаты. Введем на множестве ܩ௡ бинарную операцию 
ሻݔሺܪ ൌ ሺ݄ଵ,… , ݄௡ሻ следующим образом: 

ଵݖ ൌ ଵݔ ൅ ଵݕ ൅ ଵ݂൫݌ଵሺݔଵ, …,ଵሻݕ , ௡ሻ൯ݕ,௡ݔ௡ሺ݌

ଶݖ ൌ ଶݔ ൅ ଶݕ ൅ ଶ݂൫݌ଵሺݔଵ, …,ଵሻݕ , ௡ሻ൯ݕ,௡ݔ௡ሺ݌
⋮

௡ݖ ൌ ௡ݔ ൅ ௡ݕ ൅ ௡݂൫݌ଵሺݔଵ, …,ଵሻݕ , ௡ሻ൯ݕ,௡ݔ௡ሺ݌

 (1)

Здесь ݌ଵ, … , :௡݌ ଶܩ → ,ଵ݂ ,ܩ … , ௡݂: ௡ܩ →  .ܩ

Теорема 1 [5]. Операция ܮሺݔ, -ሻ, определяемая формулами (1), заݕ
дает квазигруппу на множестве ܩ௡ при любых ݌ଵ, … ,  ௡ тогда и только݌
тогда, когда семейство ܨ ൌ ሺ ଵ݂, … , ௡݂ሻ является правильным. 

Замечание 1. При фиксированных функциях ଵ݂ , … , ௡݂ и варьируе-
мых ݌ଵ,… , ௡݌  соотношения (1) могут задавать одну и ту же операцию. 
В то же время существуют правильные семейства ሺ ଵ݂, … , ௡݂ሻ, задавае-
мые короткими формулами и определяющие ൫݇௞మ൯

௡ିଵ
 попарно раз-

личных квазигрупп, где ݇ ൌ  .[6] |ܩ|
Замечание 2. Соотношения (1) могут быть обобщены на случай 

операций большей арности (d-квазигрупп), при этом в качестве опор-
ной алгебраической структуры ܩ могут быть использованы произ-
вольные (d+1)-квазигруппы [6]. 
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Теорема 2. Обобщенный регистр сдвига задает ортоморфизм на ܩ௡ 
тогда и только тогда, когда любой нетривиальный сдвиг (прибавление 
одной и той же константы к значениям всех аргументов) меняет значе-
ние функции g. 

Замечание 3. Обобщенные регистры сдвига порождают (см. выше) 
݇௡ିଵ ⋅ ሺ݇!ሻ௞

೙షమ попарно различных квазигрупп, не порождаемых с по-
мощью правильных семейств. 

Заключение. Рассмотрены две конструкции, позволяющие эффек-
тивно по памяти задавать квазигруппы большого порядка: правильные 
семейства функций и ортоморфтизмы на основе обобщенных регист-
ров сдвига с обратной связью. 
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УДК 517 

ОСЦИЛЛИРУЮЩАЯ АСИМПТОТИКА ТУННЕЛИРОВАНИЯ 
СПЕКТРА КВАДРАТИЧНОГО ОПЕРАТОРА НА АЛГЕБРЕ 

SU(1,1) 
 

С.В. Румянцева 
 

Национальный исследовательский университет  
«Высшая школа экономики» 

Россия, г. Москва, Покровский бульвар, д. 11, 109028 

E-mail: srumyanceva@hse.ru 
 
Аннотация. Рассмотрена задача о туннелировании дискретного 
спектра квадратичного оператора на алгебре Ли su(1,1). Применяя 
когерентное преобразование и комплексный метод ВКБ, в работе бы-
ла построена асимптотика туннелирования для модельного гамиль-
тониана на su(1,1). Полученная формула отличается от классической 
формулы Ландау-Лифшица для одномерного оператора Шредингера с 
потенциалом типа двойной ямы наличием осциллирующего множите-
ля. Данный эффект возникает из-за интерференции туннелирования 
по двум негомотопным инстантонам. 
Ключевые слова. Квазиклассическое приближение, метод ВКБ, тун-
нельное расщепление. 
 

OSCILLATING ASYMPTOTICS OF SPECTRUM TUNNELING  
OF A QUADRATIC OPERATOR ON THE ALGEBRA SU(1,1) 

 
S.V. Rumyantseva 

 
National Research University Higher School of Economics  

Russia, Moscow, Pokrovsky Bulvar, 11, 109028 

E-mail: srumyanceva@hse.ru 
 
Abstract. The problem of discrete spectrum tunneling of a quadratic opera-
tor on the Lie algebra su(1,1) is considered. Using the coherent transfor-
mation and the complex WKB method, the tunneling asymptotics for the 
model Hamiltonian on su(1,1) were obtained. The resulting formula differs 
from the classical Landau-Lifshitz formula for a one-dimensional 
Schrodinger operator with a double well-type potential by the presence of 
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an oscillating factor. This effect occurs due to the interference of tunneling 
over two non-homotopic instantons. 
Keywords. quasi-classical approximation, WKB method, tunnel splitting. 

 
Введение. Известно, что для одномерного оператора Шредингера с 

потенциалом типа симметричной двойной ямы квазиклассическая 
асимптотика пары близких энергий определяется формулой Ландау-
Лившица [1]. С другой стороны, при исследовании мономолекулярных 
магнитов было показано, что для операторов на алгебре Ли su(2) асим-
птотика расщепления пары близких энергий имеет нестандартный вид: 
в асимптотике возникает дополнительный осциллирующий множитель 
[2]. В данной работе мы исследуем появление осциллирующего тун-
нельного эффекта в задаче на алгебре Ли su(1,1) (см. [3]). 

Постановка задачи. В работе исследуется задача о построении 
квазиклассической асимптотики величины туннельного расщепления 
спектра одномерного оператора, заданного на алгебре Ли su(1,1): 

2 2 2
1 2

ˆˆ ˆ ˆ ( )H Y Y A     ,                                  (1) 

где операторы 1̂Y , 2̂Y , Â  являются образующими алгебры su(1, 1),   

и   – действительные постоянные. Заметим, что траектории класси-
ческого движения для гамильтониана (1) на симплектическом листе 
имеют вид симметричной двойной ямы.  

Раскладывая по когерентным состояниям алгебры su(1,1), мы полу-
чаем представление спектральной задачи для оператора (1) в виде 
дифференциального уравнения 2-го порядка в пространстве голо-
морфных функций в единичном круге. Применяя комплексный метод 
ВКБ для построения квазиклассических асимптотик решений диффе-
ренциального уравнения и их согласования в окрестностях точек пово-
рота и особых точек, мы получаем асимптотики туннельного расщеп-
ления энергий исследуемого оператора (1). 

Теорема. Пусть 1   и | 2 1| 1    . Тогда асимптотика тун-
нельного расщепление энергий оператора (1) имеет вид: 

 
если соответствующие энергии лежат в интервале 
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2 2(4 1) 1 (4 1) 1
4( 1) 4( 1)

E
   

 
   

  
 

. 

Асимптотика расщепления имеет вид: 

 

для пар энергий из интервала 
22(4 1) 1 1

4( 1) 2
E

   

        

. 

Асимптотические формулы выражены в терминах комплексифици-
рованного фазового пространства. Здесь   – малый положительный 
параметр квазиклассического приближения, периодическая траектория 
  – инстантон, пересекающий пару классических траекторий, а ݀ߠԧ – 
симплектическая структура. Частота   отвечает периодическому 
движению по классической траектории. 

Заключение. В отличие от одномерного оператора Шредингера, 
туннельное расщепление спектра оператора (1) не только экспоненци-
ально убывает, но также содержит осциллирующий множитель. Дан-
ный эффект обусловлен интерференцией туннелирования по двум раз-
личным инстантонам. Можно также заметить, что при определенных 
параметрах системы, где осциллирующий множитель обращается в 0, 
эффект туннелирования пропадает и возникает двукратное вырожде-
ние уровней спектра. 
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УДК 512.55 

ПРЕДСТАВИМОСТЬ МАТРИЦ НАД ПОЛЕМ В ВИДЕ СУММЫ 
ПОТЕНТНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 
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Аннотация. Если каждый элемент конечного поля F из не менее чем 
4 элементов представим виде суммы идемпотента (трипотента) и q-

потента, то и каждая матрицы из ( )nM F  представима в виде сум-

мы идемпотента (трипотента) и q-потента. Был  предложен общий 
подход для рассмотрения сумм p-потентов и q-потентов. 
Ключевые слова. Поля, потенты, кольцо матриц. 
 
ON REPRESENTATION OF MATRICES OVER FIELDS AS A SUM 

OF POTENTS 
 

D.T. Tapkin, A.N. Abyzov 
 

Kazan Federal University 
Russia, Kazan, Kremlyovskaya str., 18, 420008  

E-mail: danil.tapkin@yandex.ru   
 
Abstract. If every element of a finite field F  with no less than 4 elements is 
a sum of an idempotent (tripotent) and a q-potent, then every matrix in 

( )nM F  is a sum of an idempotent (tripotent) and a q-potent. We present 

general method for considering sums of p-potents and q-potents. 
Keywords. Fields, potents, matrix ring. 

 
В статьях [1-3] рассматривался вопрос представимости элементов 

кольца матриц над полем в виде суммы идемпотента (трипотента) и q-
потента. Наличие подобного разложения в поле F  как правило гаран-
тирует существования разложения и в кольце матриц над полем F . 
Имеется только несколько исключений. К примеру, в поле 3  каждый 
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элемент есть сумма идемпотента и трипотента, но уже в 3 3( )M   су-
ществует матрица, которая не представима в виде суммы идемпотента 
и трипотента (см. [2, пример 10]).  

Пусть теперь поле F  обладает свойством: каждый элемент поля 
представим в виде суммы p-потента и q-потента. Компьютерные экс-
перименты показывают, что за редким исключением свойство пред-
ставимости переносится и на матричные кольца. А именно, имеют ме-
сто следующие гипотезы. 

Гипотеза 1. Пусть F – конечное поле нечетной характеристики, 
| | 3F   и , 1p q . Если каждый элемент поля F  представим в виде 

суммы p-потента и q-потента, то и каждый элемент кольца )(nM F  
представим в виде суммы p-потента и q-потента. 

Гипотеза 2. Пусть F – конечное поле характеристики 2, , 2p q   
и в поле F  существуют нетривиальные p-потенты и q-потенты. Если 
каждый элемент поля F  представим в виде суммы p-потента и q-
потента, то и каждый элемент кольца )(nM F  представим в виде сум-
мы p-потента и q-потента. 

Данные гипотезы пока остаются недоказанными, однако вопрос их 
доказательства сведен к исследованию свойств полей, которые, как 
показывают компьютерные эксперименты, выполняются для всех по-
лей F таких, что 7 < │F│ < 2000. Рассмотрим следующую гипотезу. 

Гипотеза 3. Пусть F – конечное поле, | | 7F  , 1 2, 4q q   и 

1 21, 1qq    делят | | 1F  . Пусть также каждый элемент поля F

представим в виде суммы 1q -потента и 2q -потента. Тогда для одной 

из пар 1 2( , )q q  или 2 1( , )q q , обозначенной далее как ( , )p q , выпол-
няются условия: 

1. в поле F существует по крайней мере три различных ненуле-
вых q-потента, которые представимы в виде 1 2( )   , где 1 2,  – 
различные p-потенты; 

2. для любого ненулевого элемента f F найдутся различные 

ненулевые q-потенты 1 2, F   и ненулевой p-потент F  такие, 
что 1 2( ) f     . 

Теорема 1. Если гипотеза 3 верна, то верны и гипотезы 1 и 2. 
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С помощью предыдущей теоремы можно доказать как известные 
результаты, так и  ряд новых утверждений.  

 
Теорема 2. Если R  – коммутативное кольцо и 2 ( )U R , то сле-

дующие условия равносильны: 
1) для каждого натурального числа n  в кольце ( )nM R всякая 

матрица представима в виде суммы двух 4-потентных матриц; 
2) для каждого натурального числа n  в кольце ( )nM R  всякая 

матрица представима в виде суммы идемпотентной матрицы и 7-
потентной матрицы; 

3)  в кольце R  выполнено тождество 7x x .  
 

Работа осуществлена при финансовой поддержке  
РНФ и Кабинета Министров Республики Татарстан  

в рамках научного проекта № 23-21-10086. 
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Abstract. We have described all monomial Rota–Baxter operators of weight 
0 on ܨ଴ሾݔ, ሿ satisfying the conditions that kerݕ ܴ does not contain monomi-
als and deg൫ܴሺݔ௡ݕ௠ሻ൯ ൑ ݊ ൅ ݉. Here ܨ଴ሾݔ, ሿݕ ൌ ,ݔሾܨ ሿݕ ∖  We also .ܨ
classify Rota–Baxter operators of weight 0 on ܨ଴ሾݔ, ,ݔሾܨሺ	ሿݕ  ሿሻcomingݕ
from monomial averaging operators on ܨ଴ሾݔ, ,ݔሾܨሺ	ሿݕ -ሿሻ with linear deݕ
pendencies on degrees. 
Keywords.  Averaging operator, Rota–Baxter operator, polynomial algebra. 

 
Given an algebra ܣ over a field ܨ, a linear operator ܴ on ܣ is called a 

Rota–Baxter operator, if the following relation 

ܴሺܽሻܴሺܾሻ ൌ ܴሺܴሺܽሻܾ ൅ ܴܽሺܾሻ ൅  ሻܾܽߣ
holds for all ܽ, ܾ ∈ ߣ Here .ܣ ∈ -is a fixed scalar called a weight of ܴ. Ro ܨ
ta–Baxter operator is an algebraic generalization of the integral operator. 

An operator ܮ on ܨሾݔ, ௟ሻݕ௞ݔሺܮ ሿ is called monomial ifݕ ൌ ௕ೖ೗ݕ௔ೖ೗ݔ௞௟ߝ , 
where ߝ௞௟ ∈ ,݇ for all	ܨ ݈ ∈ ܰ. Monomial Rota–Baxter operators on ܨሾݔሿ 
were introduced in [1], and such operators on ܨሾݔሿ were classified in [2]. 

Define ܨ଴ሾݔ, ሿݕ ൌ ,ݔሾܨ ሿݕ ∖  be a monomial RB-operator on	Let ܴ .∗ܨ
,ݔ଴ሾܨ   ሿ. Defineݕ

݄ܵሺܴሻ ൌ ሼݔ௞ݕ௟	ห	ܴ൫ݔ௞ݕ௟൯ ൌ ,௠ݕ௡ݔ	ߙ	 ௟ݕ௞ݔ ് ߙ,௠ݕ௡ݔ ് 0ሽ. 

Theorem. Let ܴ be a monomial Rota–Baxter operator of weight 0 on 
,ݔ଴ሾܨ such that ker	ሿݕ ܴ does not contain monomials, ݄ܵሺܴሻ ് ∅, and 
deg൫ܴሺݔ௡ݕ௠ሻ൯ ൑ ݊ ൅݉. Then ܴ is one of the following operators: 

								ܴଵ൫ݔ௦௡ା௞ݕ௠൯ ൌ ቐ

ሺ௞ି௔ೖሻఈೖ,బఈ೙,బ
௦ఈబ,భାሺ௠ା௞ି௔ೖሻఈ೙,బ

,௠ା௞ି௔ೖݕ௦௡ݔ 0 ൏ ݇ ൏ ݊,
ఈ೙,బఈబ,భ

௦ఈబ,భା௠ఈ೙,బ
,௠ݕ௦௡ݔ ݇ ൌ 0,
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ܴଶሺݔ௞ݕ௠ሻ ൌ 	൞

ሺ݇ െ ܽ௞ሻߙ௞,଴
݉ ൅ ݇ െ ܽ௞

,௠ା௞ି௔ೖݕ 0 ൏ ݇,

଴,ଵߙ
݉

,௠ݕ ݇ ൌ 0,
 

where ሼܽଵ, … , ܽ௡ିଵ		|	0 ൑ ܽ௞ ൏ ݇ሽ		(for ܴଵ) and ሼܽଵ, ܽଶ,…	|	0 ൑ ܽ௞ ൏ ݇ሽ 
(for ܴଶ). 

We have described all monomial Rota–Baxter operators of weight 0 on 
,ݔ଴ሾܨ ሿ such that ݄ܵሺܴሻݕ ൌ ∅. A partial classification of homogeneous mo-
nomial Rota–Baxter operators of weight 0 on ܨ଴ሾݔ,  .ሿ was obtainedݕ

Let ܣ	be an algebra over a field ܨ, then a linear operator ܶ	on ܣ is called 
averaging operator, if the relations ܶሺܽሻܶሺܾሻ ൌ 	ܶሺܶሺܽሻܾሻ ൌ 	ܶሺܽܶሺܾሻሻ 
hold for all ܽ. ܾ ∈  .ܣ

In [3], a class of Rota–Baxter operators of nonzero weight on ܨሾݔ,  ሿݕ
coming from averaging operators was described. In the case of Rota–Baxter 
operators of weight 0 on ܨ଴ሾݔ, ,ݔሾܨሺ	ሿݕ  ሿሻ we consider the similar class ofݕ
operators. Let ܶ be an averaging operator of the form  

ܶሺݔ௡ݕ௠ሻ ൌ	  ௣௡ା௤௡ା௖ݕఈ௡ାఉ௠ାఊݔ௡,௠ߝ

for some ߙ, ,ߚ ,ߛ ,݌ ,ݍ ܿ ∈ ܰ and ߝ௡,௠ ∈  it has	ݕ with	ݔ then up to change ,ܨ
to be one of the following operators on ܨ଴ሾݔ, ,ݔሾܨሺ	ሿݕ  :ሿሻݕ

(1) ܶሺݔ௡ݕ௠ሻ ൌ ,௠ା௖ݕ௥ሺ௠ା௖ሻݔ௡,௠ߚ ݎ ൒ 0, ܿ ൐ 0	ሺܿ ൒ 0ሻ, 
(2) ܶሺݔ௡ݕ௠ሻ ൌ	ߚ௡,௠ݕ௥௡ା௠ା௖, ,ݎ ܿ ൒ 0, 
(3) ܶሺݔ௡ݕ௠ሻ ൌ	ߚ௡,௠ݔ௡ାఊݕ௠ା௖, ,ߛ ܿ ൒ 0, 
(4) ܶሺݔ௡ݕ௠ሻ ൌ	ߚ௡,௠. 
Problem. Describe all Rota–Baxter operators of weight 0 on 

,ݔ଴ሾܨ ,ݔሾܨሺ	ሿݕ ௠ሻݕ௡ݔሻ  of the form ܴሺ	ሿݕ ൌ ௡,௠ߙ  where	௠ሻ,ݕ௡ݔ௡,௠ܶሺߙ ∈
,ݔ଴ሾܨ and ܶ is a monomial averaging operator on ܨ ,ݔሾܨሺ	ሿݕ  .ሿሻݕ

We solve Problem completely for all cases with condition that ߙ௡,௠ ് 0 
for all ݊,݉. 

The study was supported by a grant from the Russian Science  
Foundation № 23-71-10005, https://rscf.ru/project/23-71-10005/. 
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АБЕЛЕВЫ ГРУППЫ С ИЗОМОРФНЫМИ СИЛЬНО  
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Аннотация. Исследуются абелевы группы, нетривиальные сильно 
инвариантные подгруппы которых изоморфны. Указано строение 
периодических и смешанных групп с этим свойством, получен ряд ре-
зультатов и для случая групп без кручения. 
Ключевые слова. Сильно инвариантная подгруппа, изоморфизм,  
si-простая группа. 

 
ABELIAN GROUPS HAVING ISOMORPHIC STRONGLY  

INVARIANT SUBGROUPS 
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E-mail: cheklov@math.tsu.ru 
Institute of Mathematics and Informatics, Section of Algebra,  

Bulgarian Academy of Sciences, Sofia 1113, Bulgaria 

E-mail: danchev@math.bas.bg 
 
Abstract. We study Abelian groups whose non-trivial strongly invariant 
subgroups are isomorphic. The structure of torsion and mixed groups with 
this property is indicated, and a number of results are obtained for the case 
of torsion-free groups. 
Keywords. Strongly invariant subgroup, isomorphism, si-simple group. 
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Введение. Все группы предполагаются абелевыми. Подгруппа H 

группы G называется сильно инвариантной, если (H) ≤ H для всякого 
гомоморфизма : HG. Сильно инвариантные подгруппы изучались, 
напр., в [1-2]. Ненулевую группу G назовем ISI-группой, если она име-
ет только тривиальные (т.е. 0 и G) сильно инвариантные подгруппы 
или все ее ненулевые сильно инвариантные подгруппы изоморфны. 
В [3] исследовались группы с изоморфными инвариантными подгруп-
пами. Группа называется si-простой, если она не имеет нетривиальных 
сильно инвариантных подгрупп. Группа без кручения называется s-
неприводимой, если она не имеет собственных чистых сильно инвари-
антных подгрупп. 

 
Результаты. 
Теорема 1. Ненулевая периодическая группа G является ISI-

группой тогда и только тогда, когда pG = 0 или p2G = 0 для некоторого 
простого числа p. 

Теорема 2. Смешанная группа G является ISI-группой тогда и 
только тогда, когда G = T ⊕ R, где T – элементарная p-группа для не-
которого простого числа p, а R – такая si-простая группа без кручения, 
что pR  R. 

Предложение 1. Нередуцированная группа G является ISI-группой 
тогда и только тогда, когда G = D ⊕ R, где D – делимая группа без 
кручения, а R – si-простая группа без кручения. 

Предложение 2. Ненулевая делимая группа D является ISI-группой 
тогда и только тогда, когда D – делимая группа без кручения.  

Предложение 3. Если G – неоднородная ISI-группа без кручения, 
то (G) = {t1, t2}, где t1 < t2 и нетривиальная si-подгруппа группы G 
совпадает с G(t2). 

Пример 1. Существует приводимая s-неприводимая группа. 
Пример 2. Существует такая группа без кручения G, что G содер-

жит si-подгруппу ранга 2r для всякого натурального числа r ≥ 2. 
Пример 3. Существует однородная группа без кручения не являю-

щаяся si-простой группой. 
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Abstract. In this paper we study the applicability of the analogue of the 
well-known Cantor-Schroeder-Bernstein set-theoretic theorem for groups in 
the case when one of the groups is homogeneous completely decomposable. 
A correctness theorem for homogeneous fully decomposable groups is 
proved. The criteria of correctness and servant correctness of a homogene-
ous completely decomposable group are obtained. 

 
One of the fundamental statements of set theory (the theorem of Georg 

Cantor – Felix Bernstein – Ernst Schroeder) – "if a set is equal to its subset, 
then it is also equal to any intermediate subset" has served as a source for 
the formulation of similar problems in many areas of mathematics, includ-
ing the theory of abelian groups. 

According to [1], two groups, each of which is isomorphic to a subgroup 
of the other group, are called almost isomorphic. Two groups are called 
almost isomorphic by subgroups with some property if each of them is iso-
morphic to a subgroup of the other group possessing this property. In par-
ticular, groups A and B are almost isomorphic on servant subgroups if each 
of them is isomorphic to a servant subgroup of the other group. In connec-
tion with the above statement, the question arises whether from the almost 
isomorphism of groups will follow their isomorphism. 

In investigating whether an analogue of the Cantor-Schrouder-Bernstein 
set-theoretic theorem for abelian groups will be true, an approach where one 
of the groups is fixed and the other covers the whole class of abelian groups 
is convenient. 

A group A is called correct if for any group B, the fact that A and B are 
almost isomorphic follows from A	≅ B. A group A is called servant-correct 
if for any group B the fact that A and B are almost isomorphic by servant 
(quite characteristic) subgroups implies A	≅ B [2]. 
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According to [3], a torsion-free group A is called completely decompos-
able if it is a direct sum of groups of rank 1. Let us assume that a fully de-
composable group A is correct in the class of fully decomposable groups if, 
for any fully decomposable group B, it follows from the fact that A and B 
are almost isomorphic that A≅B follows. 

Let us prove the following auxiliary assertions. 
Lemma 1. If for any servant subgroup B of group A it follows from the 

fact that A is isomorphic to some servant subgroup C of group B that A≅B, 
then the group A is servant-correct. 

Proof. 
Consider a group A' such that A and A' are almost isomorphic in terms of 

servant subgroups. Then A≅B', A'≅B, where B' and B are the servant sub-
groups of groups A' and A respectively. Let φ be an isomorphic mapping A' 
to B and φ(B')=C. Since B' is a servant subgroup of group A', C is a servant 
subgroup of group B. We have A≅B'≅φ(B')=C, that is, A≅C. Using the 
condition of the lemma, we obtain that A≅B. But B≅A', whence it follows 
that A≅A'. Thus, the group A is servant-correct. 

The lemma is proved. 
Lemma 2. If for any subgroup B of group A it follows from the fact that 

A is isomorphic to some subgroup C of group B that A≅B, then A is correct. 
The proof of Lemma 2 is similar to the proof of Lemma 1. 
The main results of the paper are the following theorems. 
Theorem 1. A homogeneous fully decomposable group is correct if and 

only if it has finite rank or is a free group. 
Proof. 
1.  Let A be a homogeneous completely decomposable group, which 

is not free and has infinite rank. Then the group A has nonzero type and it 
can be represented in the following form: A=A*A' where A' has rank 1 and 
A*≅A. Let aA' and B'=<a>. Denote by B the group A*B'. Since A≅A*, 
the groups A and B are almost isomorphic. Since B' is of type zero and A* is 
nonzero, the group B is not homogeneous, hence A and B are not isomor-
phic groups. We get that group A is not correct. 

2.  Let A be a free group or of finite rank; B a subgroup of group A; C 
a subgroup of group B and A≅C. Let us show that A≅B. Then according to 
Lemma 2 it will be proved that the group A is correct. 

We have C B A, hence r(C) r(B) r(A). But r(A) = r(C), since 
A≅C, whence we obtain that r(A) = r(B). 

If A is a free group, then B is also a free group, since the subgroups of 
free groups are free. We obtain that A and B are free groups having the same 
rank, hence, A≅B. 
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Let us now consider the case when the group A has finite rank. Let t de-
note the type of the group A. 

Let us show that the group B is homogeneous of type t. Let us denote by 
a1, a2, ..., ak the maximal linearly independent system of elements of group 
C. The type of these elements in group C is t, since A≅C. C is a subgroup of 
group B, hence the type of these elements in group B is greater than or equal 
to t. 

But, on the other hand, B is a subgroup of group A, from where we ob-
tain that their type in group B is less than or equal to t. Thus, the elements 
a1, a2, ..., ak have type t in group B. Since r(C) = r(B), a1, a2, ..., ak is the 
maximum linearly independent system of elements in group B, i.e. any ele-
ment from group B depends linearly on the system of elements a1,a2,...,ak. 
It follows from this that the type of any element from the group B is t, i.e. 
the group B is homogeneous of type t. 

Thus, B is a homogeneous subgroup of group A having the same type as 
group A. Then it follows from [3] that B is a completely decomposable 
group. We obtain that groups A and B are homogeneous completely decom-
posable groups having the same type and rank, hence A≅B. 

The theorem is proved. 
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Аннотация. Космические аппараты CubeSat не имеют активных 
систем терморегулирования, однако для сохранения работоспособно-
сти имеющихся радиоэлектронных компонент необходимо поддержи-
вать их температуру в определенном интервале. В данной работе 
рассмотрено влияние на тепловое состояние космического аппарата 
1U CubeSat тепловыделения размещенного на платах радиоэлектрон-
ного оборудования. Учитывались: поглощенное излучение от внешних 
источников, излучение с внешних поверхностей корпуса CubeSat, теп-
ловыделение радиоэлектронных компонент, перенос излучения внутри 
корпуса. 
Ключевые слова. CubeSat, космический аппарат, тепловое состояние, 
излучение, форм-фактор. 

Введение. Выполнено численное моделирование теплового состоя-
ния космического аппарата (КА) стандарта CubeSat формата 1U. В 
соответствии со стандартом PC/104 [1] расстояние между платами ус-
танавливается равным 15 мм (рис. 1). 

Рис. 1. Расположение плат, радиоэлектронных компонент  
и аккумуляторной батареи 
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Постановка задачи. Рассматривается КА, занимающий объем V и 
имеющий внешние (Sout) и внутренние (Sin) свободные поверхности. 
КА движется по круговой орбите в плоскости земного экватора на вы-
соте 300 км. Тепловое состояние КА в момент времени t описывается 
нестационарным уравнением теплопроводности 

,t Vc T k T q    , 0( 0 ) , ( , , )T t T x y z V   , 

 , ( ) , ( , , )n rad out outk T q x y z S   , , ( ) , ( , , )n rad in ink T q x y z S   , 

где T=T(t,x,y,z) – температура материала КА в момент времени t в точ-
ке с координатами x, y, z; c=c(x,y,z), =(x,y,z) и k=k(x,y,z) – удельная 
теплоемкость, плотность и теплопроводность материала; qV=qV(x,y,z) – 
плотность внутренних тепловых источников; qrad(out) и qrad(in) – плотно-
сти потоков излучения от внешних и внутренних источников погло-
щенных свободными поверхностями. Если представит Sin в виде сово-
купности I диффузно-серых поверхностей, образующих замкнутую 
область, то плотность потока излучения i, теряемого поверхностью Sj, 
определяется из решения системы уравнений [2]. Более подробно по-
становка задачи приводится в работе [3]. 

Результаты. На рисунке (рис. 2) представлено изменение темпера-
туры батареи и плат с радиоэлектронными компонентами КА во время 
нахождения аппарата на круговой орбите в экваториальной плоскости 
на высоте 300 км, с периодом обращения равным 90 минут. В виду 
того что максимальное значение температуры достигается в батарей-
ном отсеке показаны зависимости для батареи, а также для ближайшей 
и самой отдаленной от него плат. Термические свойства материалов и 
поверхностей, а также мощности тепловыделения радиоэлектронных 
компонент плат взяты из работ [3,4]. 

Заключение. Численно исследовано нестационарное тепловое со-
стояние КА 1U CubeSat при его движении по орбите. Источниками 
тепловыделения являются радиоэлектронные компоненты, распола-
гающиеся на платах. Мощности тепловыделения на радиоэлектронных 
компонентах и аккумуляторной батарее полагались постоянными по 
времени. Приведены расчетные температуры батареи, а также плат, 
одна из которых расположена вблизи геометрического центра корпуса 
(она же самая близкая к батарее), а вторая находится на максимальном 
удалении от батареи. Показано, что температуры рассматриваемых 
элементов осциллируют. Осцилляции обусловлены орбитальным дви-
жением КА. В расчетном случае температуры рассматриваемых эле-
ментов не превысили допустимых пределов. 
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Рис. 2. Зависимость температуры плат и батареи от времени 

Работа выполнена в рамках государственного задания  
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ПРИМЕНЕНИЕ КАПЕЛЬНОГО БИОФИЛЬТРА  
ПРИ ЧИСЛЕННОМ МОДЕЛИРОВАНИИ ПРОЦЕССА  
САМООЧИЩЕНИЯ СТОЧНЫХ ВОД В ДВУМЕРНОМ  

ПРИБЛИЖЕНИИ 

А.В. Амзаракова, М.Д. Михайлов 

Национальный исследовательский  
Томский государственный университет, 
Россия, г. Томск, пр. Ленина, 36, 634050 

E-mail: nastya.amzarakova.00@mail.ru 

Аннотация. Рассматривается двумерная модификация математиче-
ских моделей Стритера-Фелпса, Моно, Доббинса-Дриснека и Кемпа с 
использованием капельного биофильтра. По результатам численных 
расчетов исследуется влияние скорости убыли и увеличения кислорода 
за счет различных факторов, а также поступления загрязнения, вы-
мываемого из донных отложений. Численная реализация осуществля-
ется с помощью неявного разностного метода. 
Ключевые слова: биофильтр, дефицит кислорода, органическое веще-
ство, модель, численная реализация, неявная схема. 

APPLICATION OF A DRIP BIOFILTER IN NUMERICAL 
MODELING OF THE PROCESS OF WASTEWATER  

SELF-PURIFICATION IN TWO-DIMENSIONAL  
APPROXIMATION 

A.V. Amzarakova, M.D. Mikhailov 

Tomsk State University, Russia, Tomsk, Lenin str., 36, 634050 

E-mail: nastya.amzarakova.00@mail.ru 

Abstract. In the present study, we consider a two-dimensional modification 
of the Streeter-Phelps, Monod, Dobbins-Drisnack and Camp mathematical 
models using a drip biofilter. Based on the results of the numerical calcula-
tions, the influence of the rate of decrease and increase in  oxygen due to 
various factors and the flow of organic substances from bottom sediments, 
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is studied. The numerical realization is implemented using the implicit 
method. 
Keywords: biofilter, oxygen deficiency, organic substance, model, numeri-
cal realization, implicit scheme. 

Введение. Озеро Байкал является самым большим по объему пре-
сным водоемом Евразии, в который впадает более трехсот рек. Вслед-
ствие антропогенного воздействия на притоки в озеро поступают «ус-
ловно» очищенные сточные воды.  

Рассматривается модель процесса самоочищения сточных вод на 
примере Томи. Течение реки моделируется каналом, имеющим прямо-
угольную форму, по которому течет идеальная несжимаемая жид-
кость. В двумерном приближении течение жидкости характеризуется 
двумя пространственными координатами x и y и временем t . 

Органическое вещество (неф-
тепродукты, 0, 619L  мг/л) в те-
чение 2-х суток сбрасывается в 
реку и потоками воды перемеща-
ется по её течению со скоростью 
28,5 км/сут. Одновременно с этим 
меняется концентрация микроор-
ганизмов X (мг/л) и дефицита 
кислорода D 	(мг/л). Эти процес-
сы описываются вышеуказанной 

модификацией моделей[1,2], в которой учитывается влияние микроор-
ганизмов, окисления субстрата кислородом, процесса аэрации, ини-
циируемого фотосинтезом, и потока загрязнений из донных отложе-
ний. 

Реализация модели осуществляется с помощью неявного численно-
го метода. 

Постановка задачи. Рассматривается участок реки Томь длиной 20 
км и шириной 0,8 км.  

Введем следующие обозначения: 

    max
1 2 3 1 1 3

max max
2 3 1 2 1 2 3

, , , , , , ,
( )

, .

T T

B
L

L L

XL
W L X D S S S S S k L k L kL J

Y K L

XL XL
S S k L k D J J J

K L K L



 

       


      
 

Рис.1. Расчетная область 
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k  константа скорости изъятия органического вещества (в качестве 
очистного сооружения используется капельный биофильтр[3]). Смысл 
остальных параметров из (1)-(3) дается в [1,2]. 

Результаты. Исследованы вопросы аппроксимации, устойчивости 
и сходимости используемого неявного разностного метода.  
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Результаты численных расчетов с применением капельного био-
фильтра представлены на рис. 2 в виде графиков изменения субстрата  
для двух моментов времени 1t  сут и 2, 2t  сут. 

Рис. 2. Распределение концентрации субстрата L , мг/л 

Из рисунка видно, что к моменту времени 1 сут концентрация суб-
страта распространяется по участку реки, захватывая его полностью. 
Величина колеблется от 0,619 мг/л до 0,05 мг/л.  К моменту времени 

2t  сут происходит отключение подачи субстрата и при 2, 2t  сут 
величина загрязнения меняется от 0,2 мг/л до 0,01 мг/л. 

При 4,14t  сут величина концентрации устанавливается на значе-
нии 0,103 мг/л, а при отключении биофильтра концентрация субстрата 
достигает такой же величины за 15,14 сут.  

Из приведенных данных следует, что в случае использования ка-
пельного биофильтра процесс самоочищения загрязненного участка 
реки ускоряется в 3,6 раза.  
Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда 

№23-71-10020, https://www.rscf.ru/project/23-71-10020/ 
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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА РЕШУЛЯРИЗАЦИИ ДЛЯ РЕШЕНИЯ 
ЗАДАЧ РЕГУЛИРОВАНИЯ РЕЖИМА ГРУНТОВЫХ  

ВОД НА ИСТОРИЧЕСКИХ ТЕРРИТОРИЯХ 

Е.В. Арефьева 

ФГБУ ВНИИ ГОЧС (ФЦ),  
Россия, г. Москва, ул. Давыдковская, д. 7 , 121352 

E-mail: elaref@mail.ru  

Аннотация. Приводится постановка и решение задач по регулирова-
нию режима грунтовых вод  на исторических территориях в целях 
поддержания уровня грунтовых вод в заданном безопасном диапазоне. 
Предложен подход к решению поставленной задачи с использованием 
методов регуляризации некорректных экстремальных задач и выра-
ботки компромиссных управленческих решений. 
Ключевые слова. Подтопление, оптимизационный подход, уравнение 
Буссинеска, исторические территории, памятники архитектуры  

APPLICATION OF THE RESULARIZATION METHOD  
TO SOLVING PROBLEMS OF REGULATING GROUNDWATER 

REGIME IN HISTORICAL TERRITORIES 

E. Arefyeva 

Abstract. The article presents the formulation and solution of problems for 
regulating the groundwater regime in historical territories in order to main-
tain the groundwater level in a given safe range to ensure the safety of the 
cultural archaeological layer and the simultaneous drainage of the founda-
tions of architectural monuments and religious buildings. An approach to 
solving the problem is proposed using methods for regularizing ill-posed 
extremal problems and developing compromise management solutions. 
Keywords. Flooding, optimization approach, Boussinesq equation, histori-
cal territories, architectural monuments 

Введение. Подтопление инициирует опасные природные процессы, 
такие как карст, оползни, суффозии, лессовые просадки, набухание 
грунтов, и при этом происходит снижение несущей способности грун-
тов, повышение сейсмической интенсивности территории и др. [1]. 
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Особенно страдают от негативного влияния подземной гидросферы- 
исторические города и памятники архитектуры, которые не приспо-
соблены к современным техногенным воздействиям [2]. Особенностью 
исторических городов является наличие культурного слоя – ценный 
археологический материал. Вода для культурного слоя является кон-
сервантом. Фундамент зданий в русских северных городах традицион-
но располагался на деревянном основании. Влажность грунтов обеспе-
чивает сохранность деревянного основания, а его осушению приводит 
к гниению и деформациям и разрушениям зданий. При этом подвалы и 
фундаменты зданий должны быть осушены. Важным решением для 
мягкого регулирования является использование критерия- порога гид-
рогеологической опасности, критического уровня грунтовых вод, оп-
ределяемого для каждого объекта и участка застроенной территории 
[2].  

Постановка задачи. Вычисление расчетного уровня грунтовых вод 
(уравнение геофильтрации) выполняется с использованием уравнения 
Буссинеска (это параболическое уравнение в частных производных) с 
соответствующими граничными и начальными условиями). Коэффи-
циентами уравнений являются параметры, характеризующие свойства 
грунтов и дополнительного инфильтрационного питания [3]. 

Параметрами регулирования являются уровни воды в дренах, объ-
ем откачиваемой воды. Критерием оптимальности: объем осушенной 
призмы культурного слоя, осушенная площадь заглубленных помеще-
ний. Регулирующие параметры задаются в виде граничных условий 
уравнения геофильтрации или функции источника [3]. Критерии оп-
тимизации формулируются в виде функционала. Минимизация функ-
ционала определяет степень близости расчетных пониженных значе-
ний уровня грунтовых вод с помощью управляющих воздействий до 
заданного значения [3]. Градиент функционала определяется через 
решение сопряженной задачи к прямой задаче [4]. Определение гради-
ента функционала и построения минимизирующей его последователь-
ности осуществляется по методу проекции градиента, [4]. Результатом 
вычислений в итерационном процессе является оптимальное решение, 
обеспечивающее минимум функционалу цели оптимизации [5] и явля-
ется искомым оптимальным параметром регулирования, что физиче-
ски соответствует выбранному положению дрены или откачиваемому 
объему воды [3, 5].  

Результаты 
В качестве примера расчетов на рис.1. приводится осушение объек-

та защиты на территории Новгородского Кремля - получено оптималь-
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ное положение дрен при позволительном осушении подвала [5]. При 
этом культурный слой максимально не осушен. 

Заключение. Программно-вычислительный комплекс, реализую-
щий описываемые модели позволяет в имитационном режиме решать 
следующие задачи [1, 5] прогнозировать и оценивать потенциальную и 
фактическую подтопляемость объектов техносферы (по превышению 
их критических уровней), вырабатывать и оценивать в имитационном 
режиме варианты работы дренажных систем. 
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ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ ЭИТ  
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ АЛГОРИТМА  

ЛЕВЕНБЕРГА–МАРКВАРДТА 

А.А. Афанасьева, А.В. Старченко 

Национальный исследовательский  
Томский государственный университет,  
Россия, г. Томск, пр. Ленина, 30, 634050 

E-mail: anna.afanaseva@stud.tsu.ru 

Аннотация. Суть обратной задачи электроимпедансной томографии 
(ЭИТ) заключается в определении распределения проводимости, зная 
пропускаемый ток и распределение потенциала. В работе использует-
ся метод реконструкции, основанный на алгоритме Левенберга-
Марквардта. Метод реализован численно для двумерного случая, и 
алгоритм протестирован на простой модели с двумя концентриче-
скими вставками. 
Ключевые слова. Электроимпедансная томография, алгоритм Левен-
берга-Марквардта, полная электродная модель. 

NUMERICAL SOLUTION OF THE INVERSE EIT PROBLEM 
USING THE LEVENBERG-MARQUARDT ALGORITHM 

A.A. Afanasyeva, A.V. Starchenko 

National Research Tomsk State University,  
Russia, Tomsk, Lenin str., 30, 634050 

E-mail: anna.afanaseva@stud.tsu.ru 

Abstract. The essence of the inverse problem of electrical impedance to-
mography (EIT) is to determine the conductivity distribution, knowing the 
transmitted current and potential distribution. In this paper, a reconstruc-
tion method based on the Levenberg-Marquardt algorithm is used. The 
method is implemented numerically for the two-dimensional case, and the 
algorithm is tested on a simple model with two concentric inserts. 
Keywords. Electrical impedance tomography, Levenberg-Marquardt algo-
rithm, complete electrode model. 
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Введение. Электроимпедансная томография (ЭИТ) представляет 
собой метод визуализации, который является неинвазивным, безра-
диационным и экономически эффективным для восстановления элек-
трических свойств в закрытой области на основе поверхностных изме-
рений. Процесс включает подачу электрического тока на набор элек-
тродов для измерения напряжения на гладкой поверхности объекта. 
Для обратной задачи ЭИТ сложно восстановить надежные и разреши-
мые изображения электропроводности, поскольку она нелинейна и 
некорректна. 

Постановка задачи. После аппроксимации дифференциальной за-
дачи мы получим разностную схему вида: 

   ,IbuA hhhh  (1) 

здесь  hhA   – матрица коэффициентов разностной схемы, NN
h RA 

, N – количество узлов неструктурированной сетки;  Ibh  – правая
часть разностной схемы, зависящая от выбранной токовой конфигура-

ции I , 0
1




L

l
lI ; 

hu  – численное решение – потенциал электриче-

ского тока, который является решением разностной схемы. 
Обычно, при известной, токовой конфигурации искомой величиной 

наряду с потенциалом электрического тока является значения напря-
жения на внешней поверхности электродов, которые с учетом полной 
электродной модели, определяются из дискретного аналога следующе-

го условия: ,1

l

ll

El
l

E

Iz
dsu

E
U

l

   которое можно переписать с учетом 

(1) в виде: 
lhll duPU  . Здесь  L

llU 1  - искомые напряжения на элек-

тродах;      L
ll

L
ll

L
ll IzE 111 ,,   - площадь поверхности, сопротивление и 

приложенная сила тока для l-го электрода; 
l

ll
l

E

Iz
d  ; 

lP  - это вектор-

строка, имеющая ненулевые значения для своих компонентов, совпа-
дающих с коэффициентами квадратурной формулы трапеций для ин-
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теграла Lluds
E

lEl

,...,1,1
 . В итоге логично записать: dPuU h  , где

P - матрица из L строк, .,...,2,1, LlPl 

Таким образом, при решении прямой задачи ЭИТ известно:
    DEzIbAI hhhh ,,,,,,   - область исследования и место приложен-

ных электродов. 
Решая СЛАУ:  

   ,,, EzIbuA hhhh 

находим 
hu  и затем dPuU h  . 

Заметим, что среди уравнений или ко всем уравнениям системы (1) 

должно быть добавлено уравнение: ,0  
l

l
l

hl duP  обеспечиваю-

щее единственное решение (1) [1]. 
Сформулируем обратную задачу ЭИТ в полной электродной поста-

новке. Нам известно: область объекта D  и места крепления электро-
дов на границах этой области, размеры электродов E , их сопротивле-
ния z , а также «измерения» напряжения на электродах M,...1,  

- количество измерений при известных токовых конфигурациях I . 
Требуется найти распределение электрической проводимости внут-

ри области исследования 
h . В ячейках вблизи границы значения σ – 

известны. Для решения этой задачи воспользуемся итерационным ал-
горитмом Левенберга-Маркварда [2]. 

Рассмотрим вектор невязки 

MUr ,...,1,    . 

Здесь U  - рассчитанное из решения прямой задачи при некото-

ром 
h  и I  значения напряжения на электродах. Нужно составить

итерационную процедуру для нахождения такого распределения 
h , 

когда целевая функция   









M

h rrf
1

,
2
1



  имеет глобальный ми-

нимум. Заметим, что во время итерационной процедуры 0h . 
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В соответствии с итерационным методом Левенберга-Маркварда 
      2,1,0,11   kfBH k

k
h

k
h   - номер итерации, T – количест-

во треугольников, TTRB   - единичная матрица, TTRH   - матрица 
Гессе, 

2
1 k

k
 , если факторизация Холесского для BH k  может

быть реализовано численно, иначе 14  kk  .
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ИССЛЕДОВАНИЕ ТРАЕКТОРИИ СВОБОДНО ПАДАЮЩЕГО 
ТЕЛА В НЕИНЕРЦИАЛЬНОЙ СИСТЕМЕ ОТСЧЕТА  

С.Б. Богданова, С.О. Гладков 

Московский авиационный институт (национальный исследовательский 
университет), кафедра «Прикладные программные средства  

и математические методы»   
Россия, г. Москва, Волоколамское шоссе, 4, 125993 

E-mail: sonjaf@list.ru   

Аннотация. С помощью естественного трехгранника кривой по-
строена система дифференциальных уравнений, описывающая тра-
екторию свободного падения в неинерциальной системе отсчета, ор-
тами которой служат единичные вектора касательной  , нормали 
n  и бинормали b  к кривой. С помощью компьютерного моделирова-
ния построены соответствующие траектории при условии, что сис-
тема τ - n - b  равномерно вращается по окружности, лежащей в 
той или иной координатной плоскости. 
Ключевые слова. Естественный трехгранник кривой, формулы Френе, 
абсолютное и относительное движение, неинерциальная система 
отсчета. 

THE RESEARCH OF THE TRAJECTORY FOR FREE FALLING 
BODY IN THE NONINERTIAL FRAME OF REFERENCE 

S.B. Bogdanova, S.O. Gladkov 

Moscow Aviation Institute (National Research University) 
Russia, Moscow, Volokolamskoe shosse, 4 

Abstract. Using the natural trihedral of the curve, the system of differential 
equations has been built. The system is describing the trajectory for free 
falling body in the noninertial frame of reference, the unitary vectors of 
which are the unit tangent vectors   and normal line n  and optical axis
b  are to the curve. Due to the computer modelling, it has been built proper 
trajectories provided that the system τ - n - b  is rotating on a circle in a 
smooth manner, lying in one or another coordinate plane. 
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Keywords. Natural trihedral of the curve, Frenet formulas, absolute motion 
and relative motion, noninertial frame of reference. 

Введение. Движение тела однозначно определяется влиянием на 
него внешних сил, однако вид траектории движения существенно за-
висит от выбранной системы координат [1]. В настоящем сообщении 
продолжены на пространственный случай результаты работы [2], в 
которой был определен вид траектории свободно падающего тела для 
двумерной неинерциальной системы отсчета, расположенной в плос-
кости падения тела. 

Постановка задачи. Пусть неинерциальная система отсчета, орта-
ми которой являются единичные вектора касательной  , нормали n
и бинормали b  к окружности cos( ) sin( ) 0R t R t      0R (t) i j k  

движется со скоростью ( ) 0v t R ω(t)  0v(t) = R (t) τ = τ  (рис.1).  На-
блюдатель, находящийся в центре О  этой системы, видит свободно 
падающее из точки M  тело. Задача состоит в определении его траек-
тории с точки зрения наблюдателя.  

Рис. 1. Геометрия задачи. oR OO . 

Повторное дифференцирование очевидного равенства 
 0R(t) R (t) + r(t)  с учетом второго закона Ньютона R(t) g  и фор-

мул Френе  [3] 
v v
T K

vK , -vK - ,b b =τ = n n = τ n , 
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где K  - кривизна кривой, а 1
T  - ее кручение, которое для плоской

кривой равно нулю, позволяет аналитически решить поставленную 
задачу в виде системы дифференциальных уравнений: 

2 2

2 2 2

2 ,

2 ,
,

X v YvK Xv K YKv

Y v K XvK XKv Yv K

Z g

    

    

 







  

  



   (1) 

где , ,X Y Z - координаты падающего тела в системе τ - n - b , g - ус-
корение свободного падения. Аналогично можно получить уравнения 
для системы τ - n - b , движущейся по окружности в плоскости xoz  
или yoz : 

 
 

2 2

2 2 2

cos 2 ,

sin 2 ,
0,

t

t

X g v YvK Xv K YKv

Y g v K XvK XKv Yv K

Z





     

    









  

  



    (2) 

Результаты. На рисунке 2 приведено решение системы (1), т.е. вид 
траектории свободно падающего тела из центра системы τ - n - b , 
движущейся равномерно со скоростью 2v = по окружности с кривиз-
ной 0, 4K  . 

Рис. 2. Решение системы(1) получено при начальных условиях  
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(0 ) (0 ) 5, (0 ) 1 0 , (0 ) (0 ) (0 ) 0X Y Z X Y Z        . 

Моделирование системы (2) показало, что траектория свободно па-
дающего тела в этом случае будет плоской кривой, что и следовало 
ожидать. 
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ОПЫТ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ ВАРИАНТОВ АППРОКСИМАЦИЙ 
БИНАРНОЙ КОРРЕЛЯЦИОННОЙ ФУНКЦИИ ДЛЯ РАСЧЁТОВ 

ФУНКЦИОНАЛА СВОБОДНОЙ ЭНЕРГИИ ПРОСТОЙ  
ЖИДКОСТИ 

Е.С. Бриков 

Индивидуальный частный исследователь 

E-mail: esbriov@gmail.com   

Аннотация. Рассматриваются версии использования аппроксимаций 
бинарной корреляционной функции, которые используют наборы: не-
центральных распределений хи-квадрат с двумя степенями свободы; 
функций Эрмита; основанные на квазикристаллическом подходе для 
целей выполнения структурного анализа и вычислений согласованных 
термодинамических свойств простых жидкостей. 
Ключевые слова. Вариационный принцип равновесной статистиче-
ской механики, параметризации функциями нецентральные хи-
квадрат и Эрмита. 

EXPERIENCE OF USING VARIANTS OF BINARY  
CORRELATION FUNCTIONS APPROXIMATIONS  

FOR CALCULATIONS OF FREE ENERGY FUNCTIONAL 
OF SIMPLE LIQUIDS 

E.S. Brikov 

Individual private researcher 

E-mail: esbriov@gmail.com 

Abstract. Versions of usage of the binary correlation function approxima-
tions that use sets of: non-central chi-square distributions with two degrees 
of freedom; Hermit’s functions; based on a quasi-crystalline model ap-
proach for purposes of carrying-out of a structural analysis and calcula-
tions of consistent thermodynamic properties of simple liquids. 
Keywords. Variational principle of equilibrium statistical mechanics, 
parametrization by functions of non-central chi-square and Hermit.  
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Введение. Несмотря на наблюдаемый существенный прогресс 
моделирований и выполненных расчётов по решётке с перспективой 
микроскопического моделирования наиболее часто встречающихся в 
природе и, поэтому, наиболее интересных неравновесных процессов 
вдалеке от статистического равновесия [1], для микроскопического 
изучения процессов вблизи равновесия не потеряли актуальность ал-
горитмы равновесной аналитической статистической механики [1,2].  

Боле того, в целях более последовательного изучения профес-
сионалами подчёркивается важность теоретического изучения стати-
стических систем с учётом короткодействующих отталкивающих по-
тенциалов взаимодействия «из первых принципов» [1]. 

Постановка задачи. Опираясь на касательное преобразование 
производящего функционала основывающегося на конфигурационном 
интеграле, также используя теорему о потенциальном функционале, 
определяется функционал удельной свободной энергии 

    2,1, 21 MTif  , зависящий, помимо унарной плотности  i1  и

температуры T , ещё от функциональной переменной: бинарной муль-
типликативной корреляционной функции  2,12M  (c пренебрежени-
ем вклада более старших мультипликативных корреляционных функ-
ций в однородном по плотности случае) [2, 3]. 

Результаты 
Многоцентровые интегрирования в диаграммных членах функ-

ционала удельной свободной энергии при параметризациях бинарной 
функции распределения  rF2  наборами: нецентральных распределе-
ний хи-квадрат с двумя степенями свободы [2-4]; функциями Эрмита 
[3] (основанных на квазикристаллическом подходе), приводят к более 
удобным алгоритмам с суммированиями функций обладающих сим-
метриями и поддающимися, в развитие метода, табулированию [3]. 

Результаты оценочных сравнений высот 1-ого структурного 
максимума радиальных функций распределения  rF2  (бинарных 
плотностей), параметризованных нецентральными распределениями 
хи-квадрат с двумя степенями свободы [2-4], оценённых по прямому 
вариационному методу функционала удельной свободной энергии в 
гиперцепном приближении (HNC), с полученными из экспериментов 
по молекулярной динамике [5] представлены в Табл. №1 [2, 3]. 



Всероссийская конференция по математике и механике. 2–5 октября, 2023 г., г. Томск 

 
82 

 

Таблица 1 
Оценочные сравнения высот 1-ого структурного максимума  

радиальных функций распределения  rF2 , в подходах (см. в [2,3,5]). 
Сравне-

ние, 
№ п/п 

Прямой вариационный 
метод с использованием 
предлагаемых [2,3] па-
раметризаций  rM 2  

Метод молекулярной динами-
ки [5] для     122  rMrF  

 Т ρ hmax hmax Т ρ rmax
1. 2.64 0.85 1.21 2.22 2.75 0,835 1.038
2. 2.68 0.55 0.82 1,754 2,75 0.55 1.07

 
Заключение. Несмотря на весьма удобный (квазикристалличе-

ский) параметрический вид  rF2  в разложениях по предложенным 
функциям [2-4] и достаточно очевидные  алгоритмы вычислений (под-
робно см. в [2,3]), для получения ценных научных результатов необхо-
димо проведение вычислений большего объёма. 
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Аннотация. В рамках модели резистивной магнитной гидродинамики 
вязкой несжимаемой жидкости проведено численное исследование 
гидромагнитного динамо во вращающемся сферическом слое, в зави-
симости от начальных условий и числа Релея. Получен ряд квазиста-
ционарных решений, в которых реализуется устойчивый уровень энер-
гии генерируемого магнитного поля. Расчёты проводились с помощью 
разработанного авторами МГД-кода, в котором использована техно-
логия CUDA для гибридных вычислительных систем с графическими 
процессорами. 
Ключевые слова. Магнитная гидродинамика, гидромагнитное динамо, 
геодинамо. 

 
Введение. Значительный интерес представляет изучение влияния 

начальных условий и набора определяющих задачу параметров на 
структуру течения и топологию магнитного поля в задаче геодинамо 
[1]. В данной работе численно исследуется влияние начальных усло-
вий, а также числа Релея на структуру и характеристики квазистацио-
нарных решений задачи геодинамо. 

Постановка задачи. В стандартной для данной области исследова-
ний постановке рассматривается задача гидромагнитного динамо во 
вращающемся сферическом слое с твердым проводящим ядром и ва-
куумными условиями для магнитного поля на внешней границе [2, 3]. 
Математическая модель соответствует модели геодинамо из работы 
[3]. 
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Рассматриваются следующие начальные условия [3] ݎ௜ ൏ ݎ ൏  ,௢ݎ
߬ ൌ 0: 

࢛ ൌ ߆  ,0 ൌ
௥೚௥೔
௥
െ ௜ݎ ൅

ଶଵ

√ଵ଻ଽଶ଴గ
ሺ1 െ ଶݔ3 ൅ ସݔ3 െ ଺ሻݔ ସ݊݅ݏ ߠ cosሺ݉߮ሻ, 

где ݔ ൌ ݎ2 െ ௜ݎ െ -, волновое число m – параметр, который определя	௢ݎ
ет азимутальную симметрию начального поля температуры; 

0 ൑ ݎ ൏ ߬ ,௢ݎ ൌ 0:  
௥ܤ ൌ 5

ସ௥೚ିଷ௥

ଷା௥೚
ݏ݋ܿ ఏܤ ,ߠ ൌ 5

ଽ௥ି଼௥೚
ଶ௥೚ା଺

݊݅ݏ ఝܤ ,ߠ ൌ ߨሺ݊݅ݏ5
௥

௥೚
ሻ ݊݅ݏ  .ߠ2

 

 
а)    б) 

 
Рис. 1. а) Изоповерхность температуры (߆ ൌ 0.25); 

б) Распределение кинетической энергии 

 
a)    б) 

Рис. 2. а) Структура квазистационарного течения; 
б) Изоповерхности магнитной энергии 
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Результаты. Расчеты проводились с помощью разработанного ав-
торами МГД-кода [4-6] ориентированного для работы на вычисли-
тельных системах с графическими ускорителями. Проведено три серии 
вычислительных экспериментов по исследованию зависимости режи-
мов генерации магнитного поля от модифицированного числа Рэлея 
ܴܽ∗, при волновых числах ݉ ൌ 3, 4, 5, числе Экмана ܧ	 ൌ 	10-3, числе 
Прандтля ܲݎ ൌ 1 и магнитном числе Прандтля ܲ݉	 ൌ 	5. Расчеты про-
ведены методом продолжения по параметру. На Рис. 1–2 представлены 
некоторые результаты для ݉ ൌ 	5 и ܴܽ∗	 ൌ 	120, демонстрирующие 
пятилучевую симметрию квазистационарного решения. 

Заключение. Получен ряд различных квазистационарных решений 
задачи гидромагнитного динамо во вращающемся сферическом слое с 
вакуумными граничными условиями, в которых реализуется устойчи-
вый уровень энергии генерируемого магнитного поля. 
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Аннотация. Рассматривается развитие метода «Ромб» на случай 
расчета трехмерного теплового поля в твердом теле с учетом тер-
мического разложения и фильтрации газа. С помощью разработанно-
го метода проводится расчет распространения тепла в составном 
теплозащитном покрытии летательного аппарата, подвергающегося 
аэродинамическому нагреву при движении в атмосфере со сверхзвуко-
вой скоростью по заданной траектории.  
Ключевые слова. Тепломассоперенос, численные методы, разностные 
схемы, сверхзвуковое обтекание, аэродинамический нагрев, фильтра-
ция, термическое разложение. 

 
Введение. Рассматривается трехмерное распространение тепла 

внутри затупленного тела (рис. 1), подвергающегося аэродинамиче-
скому нагреву при сверхзвуковом обтекании; при этом учитывается 
возможное термическое разложение материалов с фильтрацией газо-
образных продуктов пиролиза.  

 
Рис. 1. Схема внутренней структуры обтекаемого тела 
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Постановка задачи. Задача сводится к решению уравнения пере-
носа тепла, в основе которого лежит уравнение теплопроводности, 
дополненное конвективными членами [1]. При наличии внутри тела 
пористых областей, в которых происходит термическое разложение 
материала, добавляется обыкновенное дифференциальное уравнение, 
описывающее одностадийную кинетику разложения и одномерное 
уравнение для определения потока массы фильтрующихся газообраз-
ных продуктов разложения. При этом предполагается, что вектор 
диффузионного потока имеет только одну компоненту, направленную 
по нормали к нагреваемой поверхности. Граничными условиями для 
уравнения переноса тепла служат условие 3-его рода на внешнем кон-
туре тела и условия теплоизоляции на всех остальных границах. 

Разностная схема. Система разностных уравнений для уравнения 
переноса тепла строится на основе метода «Ромб» [2], который рас-
пространен на трехмерный случай и учет конвективного теплоперено-
са. Используется структурированная сетка с 6-гранными ячейками 
произвольной формы (рис. 2). Каждая ячейка преобразуется в куб с 
помощью 3-линейного перехода к локальным координатам. Уравнение 
переноса тепла и векторное соотношение между тепловым потоком и 
градиентом температуры интегрируются по ячейке. После преобразо-
ваний интегралов к алгебраическим соотношениям на каждом шаге по 
времени получается система уравнений, в которой неизвестными яв-
ляются значения температуры и 3 компоненты вектора потока тепла в 
центре каждой ячейки и на её гранях. При этом значения неизвестных 
на гранях вычисляются как среднее арифметическое значений в цен-
трах соседних ячеек. 

Полученная неявная разностная схема имеет второй порядок ап-
проксимации по пространственным переменным и первый по времени, 
абсолютно устойчива, условно монотонна и может применяться для 
областей со сложной структурой. 

Достоинствами метода является то, что он является консерватив-
ным и позволяет одновременно с определением температуры опреде-
лить также тепловые потоки, не привлекая апостериорных аппрокси-
маций. 

Полученная система разностных уравнений решается с помощью 
метода расщепления со стабилизирующей поправкой [2]. На каждом 
шаге расщепления используется одномерная двухточечная разностная 
схема; при этом решение получается с помощью специального метода 
прогонки. 
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Результаты. Представленный метод протестирован путем сравне-
ния результатов с трехмерными нестационарными аналитическими 
решениями. 

Он применяется для определения нестационарного теплового ре-
жима многосоставного теплозащитного покрытия тела, подвергающе-
гося аэродинамическому нагреву при движении в атмосфере Земли с 
большой сверхзвуковой скоростью. 

 
Рис. 2. Схема разностной ячейки 
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Аннотация. Работа посвящена численному исследованию локальных 
механических свойств пористых керамических огнеупоров на основе 
SiO2. Получены упругие и прочностные характеристики пористых 
образцов огнеупора в зависимости от пористости и морфологии по-
рового пространства. Получены оценки доли планарных микродефек-
тов в структуре огнеупора. 
Ключевые слова. Огнеупоры, Пористость, Прочность, Метод дис-
кретных элементов. 
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Abstract. The paper is devoted to the numerical study of the local mechani-
cal properties of porous ceramic refractories based on SiO2. The elastic and 
strength characteristics of porous refractory samples are obtained depend-
ing on the porosity and morphology of the pore space. Estimates of the pro-
portion of planar microdefects in the refractory structure are obtained. 
Keywords. Refractories, Porosity, Strength, Discrete Element Method. 

 
Введение. Прочностные характеристики керамик определяются как 

фазовым составом материала, так и, в значительной степени, особен-
ностями его структуры. Контроль параметров поровой структуры яв-
ляется одним из эффективных способов управления прочностными и 
упругими свойствами огнеупорных керамик. Поэтому целью данной 
работы было изучение зависимости основных механических характе-
ристик огнеупора от величины пористости и особенностей структуры 
порового пространства на микро- и мезомасштабном структурном 
уровне. Исследования проводились путем численного моделирования 
с использованием метода однородно деформируемых дискретных эле-
ментов. В рамках этого метода материал представляется набором свя-
занных дискретных элементов, а локальное разрушение материала мо-
делируется разрывом межэлементных связей согласно заданному кри-
терию. Детали метода и применяемой модели локально изотропных 
хрупких материалов приведены в работах авторов. 

Постановка задачи. В работе рассматривались фрагменты порис-
того огнеупора, состоящие преимущественно из мелкодисперсных 
фракций SiO2 (<100 мкм). Исследовалось механическое поведение вы-
сокопористых фрагментов огнеупора в условиях квазистатического 
сжатия и растяжения. Двухмасштабная пористая структура учитыва-
лась явным образом путем удаления дискретных элементов из струк-
туры образцов («мезоскопическая» пористость) и задания некоторой 
доли несвязанных (контактирующих) пар дискретных элементов 
(«микроскопическая» пористость). Рассмотрены образцы с мезоскопи-
ческой пористостью двух типов: 1) с полностью изолированными ок-
руглыми порами (пористость «закрытого» типа); 2) с протяженными 
сообщающимися порами нерегулярной формы (пористость «канально-
го» типа). Моделирование осуществлялось в двумерной постановке в 
приближении плоского напряженного состояния. 
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Результаты. Получены зависимости прочности и модуля Юнга об-
разцов с различной морфологией поровой структуры от величины по-
ристости. Показано, что нормированный модуль Юнга модельных об-
разцов огнеупора с закрытым типом пористости показывает хорошее 
согласие с экспериментальными данными для прочих пористых кера-
мик. В случае закрытой структуры пор зависимость для модельных 
образцов практически совпадает с экспериментальной. В то же время 
зависимость для канальной структуры пор имеет существенно более 
крутой наклон.  

Анализ результатов моделирования показал, что только образцы с 
высоким содержанием планарных микродефектов (>30%) могут обла-
дать значениями прочности и модуля Юнга, согласующимися с экспе-
риментальными значениями для спеченных образцов из мелкозерни-
стых фракций SiO2. Дополнительные исследования показали, что при 
содержании микродефектов >40% в каркасе происходит своеобразный 
«перколяционный переход», а именно величина предела прочности на 
сжатие катастрофически снижается. Это ограничивает область пара-
метров многомасштабной пористости следующим интервалом: мезо-
скопическая пористость около 40%, концентрация микродефектов 
около 25%. Данные значения могут использоваться как средние харак-
теристики дефектности (пористости) мезомасштабных областей, обра-
зованных конгломератами мелких зерен SiO2. 

Заключение. Результаты численного исследования показали, что 
предложенная двухмасштабная модель огнеупорной керамики на ос-
нове SiO2 позволяет адекватно описать механическое поведение огне-
упора и оценить локальные механические свойства.  

Планарные микродефекты, располагающиеся преимущественно 
вблизи границ раздела зерен, вносят существенный вклад в механиче-
ское поведение огнеупора, несмотря на то, что вклад таких дефектов в 
общую пористость невелик по сравнению с мезоскопическими порами. 

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда 
№ 22-19-00688, https://rscf.ru/project/22-19-00688. 
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ПАРАМЕТРИЗАЦИЯ РАСТИТЕЛЬНОСТИ  
В МИКРОМАСШТАБНЫХ МОДЕЛЯХ 
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Аннотация. Разработана численная модель для исследования влияния 
растительности на турбулентное течение и перенос примеси в улич-
ном каньоне. Выполнена верификация построенной модели на задаче 
обтекания лесополосы. Модель разработана для выполнения исследо-
вания распространения выбросов автотранспорта в городских квар-
талах и уличных каньонах с учетом влияния растительности. 
Ключевые слова. Уравнения Рейнольдса, вихреразрешающее модели-
рование, параметризация растительности, уличный каньон, перенос 
примеси. 
 

VEGETATION PARAMETERIZATION IN MICRO-SCALE  
MODELS 

 
E.A. Danilkin, A.V. Starchenko, D.V. Leshchinskiy, K.V. Jumin 
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Russia, Tomsk, Lenin str., 36, 634050 
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Abstract. A numerical model has been developed to study the influence of 
vegetation on the turbulent flow and the impurity transport in a street can-
yon. The constructed model was verified on the problem of flow around a 
forest belt of coniferous trees. The model was developed to study the distri-
bution of vehicle emissions in urban areas and street canyons, taking into 
account the influence of vegetation. 
Keywords. Reynolds equations, large eddy simulation, parameterization of 
trees, street canyon, air pollutant transport. 
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Введение. В качестве важных параметров, влияющих на структуру 

течения и механизм распространяя примеси в городской среде, среди 
прочих выделяют деревья и живые изгороди. Растительность изменяет 
энергетический баланс городской поверхности и создает более ком-
фортные условия пребывания на улице в летний период. Деревья ока-
зывают уникальное влияние на микроклимат, они обеспечивают тень 
для пешеходов, изменяют локальный радиационный обмен, воздуш-
ные потоки и конвективный обмен. На данный момент можно выде-
лить два основных подхода к моделированию влияния растительности 
при изучении течений в городских районах: модель длины шерохова-
тости и модель навеса.  

Модель шероховатости учитывает морфологию деревьев, что явля-
ется важным фактором, влияющим на механизмы взаимодействия.  
Изменяя аэродинамические характеристики можно задавать расти-
тельность разной плотности листового покрова, основываясь лишь на 
морфометрическом подходе оценки растительности.  

В модели навеса рассматривается сила, действующая на жидкость, 
генерация и рассеивание турбулентности при преодолении потоком 
препятствий путем введения исходных членов в уравнение движения. 
Модель дает возможность добавления растительности и пористых 
препятствий в область исследования, и не требует при этом подробно-
го сеточного покрытия. В то же время возможность детализировать 
информацию о растительности дает возможность получить более точ-
ные результаты по сравнению с моделью длины шероховатости.  

Целью данной работы является включение в вихреразрешающую 
модель турбулентного течения параметризации растительности для 
расчета детальной ветровой обстановки в городском ландшафте с уче-
том влияния строений различной этажности, имеющихся участков рас-
тительности и неоднородности подстилающей поверхности.  

Разрабатываемая математическая модель опирается на многомер-
ные нестационарные отфильтрованные уравнения Навье-Стокса для 
определения полей компонент скорости и давления, а также транс-
портные уравнения для расчета полей скалярных величин - температу-
ры, концентрации примеси. В качестве турбулентного замыкания ис-
пользуется модель Смагоринского с параметром. Влияние раститель-
ности учитывается с помощью дополнительных источниковых членов 
в отфильтрованных уравнениях Навье-Стокса. 
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Рис. 1. Иллюстрация физической постановки задачи 
 

Корректность работы построенной математической модели прове-
рена на целом ряде тестовых примеров, среди которых: обтекание ци-
линдра квадратного сечения, течение над шероховатой пластиной [1]. 
Верификация построенной модели будет проведена на примере обте-
кания лесополосы [2].  

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного 
фонда (проект № 23-21-00165). 
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ПРОГНОЗ СКОРОСТИ ВЕТРА НА ОСНОВЕ  
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Аннотация. Реализованы три различные архитектуры нейронных 
сетей для краткосрочного прогнозирования приземной скорости вет-
ра, а именно: многослойный персептрон (MLP), рекуррентная нейрон-
ная сеть типа Long short-term memory (LSTM) и сверточная нейронная 
сеть (CNN). Полученные результаты показывают весьма близкую 
точность прогнозирования с использованием рассматриваемых ней-
ронных сетей. 
Ключевые слова. Прогноз скорости ветра, нейронные сети, LSTM, 
CNN, MLP, метеопараметры. 
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Abstract. Three different neural network architectures for near-surface 
wind speed short-term forecasting have been implemented, namely, multi-
layer perceptron (MLP), Long short-term memory (LSTM) recurrent neural 
network and convolutional neural network (СNN). Obtained results show a 
very close prediction accuracy using the neural networks under considera-
tion. 
Keywords. Wind speed forecast, neural networks, LSTM, CNN, MLP, mete-
orological parameters. 
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Введение. Целью работы является реализация, применение и срав-

нение различных архитектур нейронных сетей для прогнозирования 
скорости ветра. По измеренным стационарной метеостанцией истори-
ческим значениям температуры, атмосферного давления, относитель-
ной влажности, скорости и направления ветра за предыдущие часы 
поставлена задача предсказать скорость ветра на 3 часа вперед. 

Данные и методы исследования. Исходные метеорологические 
данные для исследования были получены с сайта «Расписание погоды» 
(http://rp5.ru) за период времени с 01.01.2014 по 31.12.2021 для аэро-
порта г. Томск. Размер набора данных N = 70128 ежечасных наблюде-
ний. Из всего набора данных были выбраны временные ряды призем-
ной температуры воздуха, атмосферного давления, относительной 
влажности, скорости и направления ветра. Выбранные данные были 
разделены на две выборки: обучающую выборку, соответствующую 
80% от основной выборки, и тестовую выборку, соответствующую 
20%. 

В данной работе рассматривались различные архитектуры нейрон-
ных сетей, такие, как многослойный персептрон (MLP), рекуррентные 
нейронные сети типа Long Short-Term Memory (LSTM) и сверточные 
нейронные сети (CNN) [1, 2]. Форма ввода для всех архитектур одина-
кова: 12 временных шагов с 5 параметрами. Каждая архитектура имеет 
не менее двух скрытых слоев. Выходной слой содержит 3 нейрона 
(прогнозируемая скорость ветра на 3 часа). Оптимизация целевой 
функции с подбором весовых коэффициентов осуществляется методом 
адаптивной инерции Adam (Adaptive Moment Estimation) (вариант сто-
хастического градиентного спуска) [3]. 

Результаты. Качество прогнозирования оценивалось по таким 
трем метрикам, как средняя абсолютная ошибка MAE, коэффициент 
согласия IOA и коэффициент детерминации R2: 
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где yi – предсказанное выходное значение, di – реальное (наблюдаемое) 
выходное значение, а d  – среднее значение. 

Общие значения MAE, коэффициента детерминации R2 и индек-
са согласия IOA по всему прогнозу приведены в таблице 1. Рекуррент-
ная нейронная сеть типа LSTM дает более точный прогноз чем много-
слойный персептрон и сверточная нейронная сеть. Но с учетом того, 
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что средняя абсолютная ошибка различается незначительно, результат 
прогнозирования всех трех архитектур удовлетворительный. 

 
Таблица 1 

Значения метрик для трех архитектур нейронных сетей 

 MAE R2 IOA 

LSTM 0,83 0,77 0,935

MLP 0,84 0,77 0,932

CNN 0,85 0,77 0,935
 

На рис. 1 представлено сравнение графиков фактических и прогно-
зируемых значений скорости ветра. Из графика видно, что все архи-
тектуры довольно хорошо справляется с предсказанием. 

 

 
 

Рис. 1. Фактическая и прогнозируемая скорость ветра для среза 
из набора тестовых данных 

 
Заключение. Для достижения цели работы были изучены и реали-

зованы такие нейронные сети, как многослойный персептрон, рекур-
рентная нейронная сеть типа LSTM и сверточная нейронная сеть. 
Сравнительный анализ результатов прогнозирования всех 3-х архитек-
тур, свидетельствует о том, что методы нейросетевого прогнозирова-
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ния имеют большой потенциал в трудоемких, плохо формализованных 
задачах, например, как краткосрочный прогноз метеопараметров. 
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Аннотация. В предлагаемой работе на базе математической модели 
движения квадрокоптера рассматривается три различных дискрет-
ных линейно-квадратичной гауссовых задач, которых можно решать 
параллельно независимо друг от друга. В качестве наблюдения исполь-
зуются данные спутниковой навигационной системы GPS. 
Ключевые слова. Квадрокоптер, стабилизация, GPS, LQG. 

 
Введение. Благодаря развитию современных математических паке-

тов прикладных программ в настоящее время разрабатывается различ-
ные подходы по управлению и стабилизации движений беспилотных 
летательных аппаратов (БПЛА). Отметим, что наряду с разработкой 
математического моделирования и управления движением квадрокоп-
тера, особое место занимает задачи стабилизации и построения опти-
мальных регуляторов [1]. Во многих работах подразумевается, что все 
координаты движения летательного аппарата известны или измеряют-
ся точно и нет никаких случайных воздействий. А на практике в мате-
матической модели присутствуют случайные воздействия и при на-
блюдении или при измерении имеются случайные ошибки. Поэтому, в 
данной работе на основе разработанного в [2] алгоритм построения 
оптимальных регуляторов и фильтров для дискретной линейно-
квадратичной гауссовой задачи в установившимся режиме решается 
проблема стабилизации полета квадрокоптером с использованием дан-
ных спутниковой навигационной системы GPS. 

Постановка задачи. Пусть движение объекта описывается уравне-
ние  
௜ାଵݔ     ൌ ௜ݔߔ ൅ ௜ݑ߁ ൅ ߱௜,    (1) 
и во временном состоянии i  проводится измерения iz , которые ли-

нейно связаны с состоянием траектории ix   
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௜ݖ     ൌ ௜ݔܪ ൅  ௜     (2)ݒ
где i  - вектор случайных внешних возмущений, а i - вектор случай-
ных погрешностей измерений, которые предполагаются гауссовыми 
случайными величинами типа «белый шум». Кроме того, математиче-
ские ожидания для случайных величин 0x , i  и i  имеют вид 
ሺ߱௜ሻܧ   ൌ ௜ሻݒሺܧ ൌ ଴ሻݔሺܧ ൌ 0   (3) 
а корреляционные матрицы определены в виде 
ܧ   ቄቂ

߱௜
௜ݒ
ቃ ൣ ௝߱

௝ݒ்
்൧ቅ ൌ ቂܳ			0

0				ܴ
ቃ  ௜௝   (4)ߜ

଴்ሽݔ଴ݔሼܧ   ൌ ଴ܲ ௝ݒ	଴ݔ൛ܧ  ,
்ൟ ൌ ଴ݔ൛ܧ ௝߱

்ൟ ൌ 0  (5) 
Требуется найти такое управляющее воздействие iu  как функция 

от наблюдения iz , которое минимизирует квадратичный функционал 

ܬ    ൌ ሼܧ
ଵ

ଶ
∑ ሾݔ௜

௜ݑ்
்ሿ ቂܣ					ܰ

ܤ		்ܰ
ቃ ቂ
௜ݔ
௜ݑ
ቃሽ∞

௜ୀଵ    (6) 
Для решения линейно-квадратичной гауссовой задачи (1)-(6) в ра-

боте [2] предложен следующий алгоритм. 
1. Формируются матрицы ,ܪ ,߁ ,ߔ	,ܣ ,ܴ ,ܳ	ܤ, ܰ. 
2. Решается матричное алгебраическое уравнение Риккати 

(МАУР)  
            ܵ ൌ ߔ்ܵߔ െ ܤሺ்ܥ ൅ ܥሻ߁்ܵ߁ ൅  (7)                              ܣ

и находится его положительно-определенное решение – матрица S . 
3. Решается МАУР  

ܯ                  ൌ ்ߔܯߔ െ ்ܪܯܪሺ்ܪܯߔ ൅ ܴሻିଵ்ߔ்ܯܪ ൅ ܳ     (8) 
и находится положительно-определенное решение – матрица M . 
4. Формируются матрицы C  из  

ܥ                                ൌ ሺ߁்ܵ߁ ൅ ߔ்ܵ߁ሻିଵሺܤ ൅ ்ܰሻ                 (9) 
и K  из  

ܭ                                    ൌ ்ܪܯܪሺ்ܪܯ ൅ ܴሻିଵ.    (10) 
5. Определяется оптимальная оценка ix̂  из  

ො௜ାଵݔ              ൌ ሾߔ െߔܪܭሿݔො௜ ൅ ሾ߁ െ ௜ݑሿ߁ܪܭ ൅ ො଴ݔ			,௜ାଵݖܭ ൌ 0           (11) 
и оптимальный регулятор iu из  

௜ݑ             ൌ െݔܥపෝ .                   (12) 
Результаты. Сейчас используя математическую модель движения 

БПЛА [1] и наблюдение через GPS можно свести задачу перемещения 
из начальной точки  ሺݔ଴, ,଴ݕ ,ௗݔ଴ሻ к заданной точке ሺݖ ,ௗݕ  ௗሻ к задачеݖ
построения оптимальных регуляторов и фильтров для линейно-
квадратичной гауссовой (ЛКГ). Далее, дискредитируя эту задачу полу-
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чим дискретную ЛКГ задачу и к ней применяется вышеизложенный 
алгоритм. 

Данная задача решена для конкретного примера. Предполагается, 
что информация от спутниковой навигационной системы GPS посту-
пает дискретно и на основе этих данных алгоритм построения опти-
мальных регуляторов и фильтров для дискретной линейно-
квадратичной гауссовой задачи в установившимся режиме определяет 
движение квадрокоптера. 

 

 
 

Рис.1. График движения квадрокоптера 
 
Заключение. Разработан алгоритм решения линейно-квадратичной 

гауссовой задачи для стабилизации полета квадрокоптером с исполь-
зованием данных спутниковой навигационной системы GPS.  
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УДК 539.422.53 
ЧИСЛЕННАЯ ОЦЕНКА РЕСУРСА СЛУЖБЫ 
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Аннотация. Предложена численная модель, связывающая микро-
структурные параметры огнеупора с последовательностью и скоро-
стью формирования микротрещин, коррелирующими с ресурсом ма-
териала. Проведена валидация модели путем сравнения с эксперимен-
тальными данными. 
Ключевые слова. Керамика, хрупкое разрушение, моделирование, 
трещина. 

 
Введение. Огнеупорные материалы используются в условиях тер-

момеханических нагрузок, создаваемых градиентным температурным 
полем. Неоднородная микроструктура материала приводит к формиро-
ванию особого характера трещинообразования, называемого квазих-
рупким, отличающимся наличием площадки псевдопластической де-
формации на диаграмме разрушения, длина которой определяет ресурс 
материала. Причиной ее возникновения является поэтапный рост мик-
ротрещин в матрице материала между элементами структуры, модели-
рование которого позволяет прогнозировать срок службы огнеупоров.  

Постановка задачи. Задача сводится к математическому описанию 
микроструктуры огнеупорного материала и моделированию роста 
трещины.  

Микроструктура огнеупорных материалов представлена относи-
тельно крупными зернами, формирующими «каркас» материала, и свя-
зующей матрицей, представленной как зернами меньшего размера, так 
и вяжущими фазами (при визуальном осмотре под микроскопом мат-
рица выглядит однородной).  

Смеси для производства огнеупорных материалов содержат 8 - 10 
фракций порошков разного размера частиц, изменяющегося в пределах 
3 порядков величины. Для формирования модели представительного 
объема таких материалов потребуется рассмотреть около 4 млрд. час-
тиц, что подразумевает привлечение значительных вычислительных 
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ресурсов. Соответственно, актуальна разработка способа сокращения 
выборки [1, 2]. 

При моделировании роста трещины предполагалось, что он проис-
ходит путем расходования энергии упругой деформации материала на 
формирование новой поверхности раздела. Энергия упругой деформа-
ции материала может быть выражена через механические напряжения 
в зоне деформации [3]: 

ܷ ൌ
ఙమ∙௏

ଶ∙ா
         (1) 

где V – объем материала, для которого вычисляется значение энер-
гии, σ – механические напряжения, Е – модуль упругости. Ввиду не-
однородности поля напряжений и деформаций для реальных тел, для 
энергетического расчета использовались численные методы.  

Результаты. Разработан и валидирован металлографическим ис-
следованием способ определения параметров структуры материала, 
основанный на методе Монте-Карло, путем расчета расстояния от слу-
чайно выбранной точки до центра или поверхности какого-либо эле-
мента структуры. Способ позволяет определять размеры и форму пус-
тот, средние расстояния между частицами различных фракций и т.д. 
[1,2], которые впоследствии используются для валидации модели и 
расчета приращения длины трещины в качестве предельных величин, 
соответственно.    

Было проведено экспериментальное исследование [4], а затем мо-
делирование термомеханических напряжений и роста трещин при ис-
пытаниях блоков из поликристаллической окиси кремния на термо-
стойкость в условиях воздушного охлаждения после термостатирова-
ния при 200 оС. Разрушение материала в условиях эксперимента про-
исходило постепенно с образованием множества трещин [4]. Последо-
вательность образования трещин была проанализирована при помощи 
метода конечных элементов и введенного ранее градиентного дефор-
мационного критерия [5]. Скорость роста трещины моделировалась 
при помощи энергетического критерия (1), с учетом предположения, 
что трещина при достижении границы раздела «зерно – матрица» ос-
танавливается или меняет направление. Зоны трещинообразования и 
их сравнительные скорости роста, полученные путем математического 
моделирования, совпали с экспериментальными данными, приведен-
ными в [4]. 

Заключение. Математическими методами построена численная 
модель структуры материала, с использованием размеров зерен сырье-
вых компонентов, которая позволяет определять набор структурных 
параметров, для расчета локализации и скорости роста трещин. Ре-
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зультаты расчета по модели коррелируют с результатами прямых из-
мерений структурных параметров, выполненных металлографически-
ми методами. Использованный энергетический подход и допущение об 
остановке трещин на границе раздела фаз позволили численными ме-
тодами определить расположение, последовательность трещинообра-
зования и относительные скорости распространения трещин при тер-
мическом разрушении огнеупорного блока, подтвержденные экспери-
ментально. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского  
Научного Фонда (код проекта № 22-19-00688). 
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ОБ ОДНОЙ СПЕЦИАЛЬНОЙ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЕ  
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Аннотация. Предложена специальная разностная схема для числен-
ного решения жесткого конвективно-диффузионного уравнения пере-
носа. Проблема доминирования конвективного члена решена путем 
перехода к самосопряженной форме уравнения. Для построения раз-
ностного аналога уравнения на трехточечном шаблоне используется 
метод контрольного объема. На тестовых примерах показана высо-
кая эффективность предложенной разностной схемы для решения 
жестких задач конвективно-диффузионного переноса. 
Ключевые слова. Конвектино-диффузионный перенос, разностная 
схема, метод контрольного объема  
 

ON A SPECIAL DIFFERENCE SCHEME FOR SOLVING A RIGID 
CONVECTIVE-DIFFUSION TRANSPORT EQUATION 
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Annotation. A special difference scheme for the numerical solution of a 
rigid convective-diffusion transport equation of is proposed. The problem of 
dominance of the convective term is solved by passing to the self-conjugated 
form of the equation. To construct a difference analogue of the equation on 
a three-point template, the control volume method is used.  The test exam-
ples show the high efficiency of the proposed difference scheme for solving 
rigid problems of convective-diffusion transport. 
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Введение. Математическое описание процессов теплообмена опи-

рается на конвективно-диффузионное уравнение переноса. Основным 
способом его решения являются численные методы. Доминирование 
конвекции над диффузией приводит к образованию областей с боль-
шими градиентами функции, что создает серьезные трудности для 
классических разностных схем [1, 2].  

Характерной особенностью является нарушение монотонности ре-
шения при аппроксимации первой производной центральными разно-
стями, что требует сильного уменьшения шага сетки. Переход к одно-
сторонним разностям размазывает узкие зоны решения и приводит к 
потере точности.  В современных технологиях для обеспечения моно-
тонности решения применяют принцип регуляризации разностных 
схем [1]. Практические потребности решения жестких краевых задач 
ставят задачу разработки и применения новых вычислительных техно-
логий, обеспечивающих точность и экономичность численного анали-
за [3]. 

В данной работе получена новая разностная схема для решения 
стационарного конвективно-диффузионного уравнения переноса. В 
основе ее построения лежит переход к самосопряженной форме урав-
нения [4] и применение метода контрольного объема [2].  

Постановка задачи. Рассмотрим на отрезке [a, b] конвективно-
диффузионное уравнение переноса с краевыми условиями общего вида 

,)()()()( 4321 xfuxf
dx

du
xf

dx

du
xf

dx

d







        (1) 

,: 321 quq
dx

du
qаx      

321: pup
dx

du
pbx     (2) 

Здесь u(x) – искомая функция; f1(x)–f4(x) – коэффициенты уравне-
ния, причем f1(x) >0 и f3(x)0; qi , pi (i=1–3) – заданные числа, q1, p1 >0, 
q2 <0, p2 >0, q1

2 + q2
2 > 0 и  p1

2 + p2
2 > 0. 

Результаты. Введем на [a, b] неравномерную сетку  
  111110 ,,   iiiiiiNiii xxhxxhbxxxxxa  . 

Исключим в (1) конвективный член, приведя уравнение к самосо-
пряженному (дивергентному) виду [4] 

,)()()( 431 xfuxf
dx

du
xf

dx

d







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









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x
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dxff )/(exp 12
.   (3) 
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Проинтегрируем (3) от xi-1/2 до xi+1/2, получим  










 

2/1

2/1

2/1

2/1

1432/12/1 )()(,)()()()(
i

i

i

i

x

x

x

x
ii dx

du
xfxJdxxfxudxxfxJJ .  (4) 

Рассмотрим случай f3(x) = f3,i, а f4(x) – линейная функция. Беря соот-
ветствующие интегралы, получим выражения коэффициентов разно-
стной схемы во внутренних узлах на трехточечном шаблоне 

,1,1,11   Nidubucua iiiiiii        (5) 
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. 
Выражения для граничных узлов получаются интегрированием (3) 

по приграничному объему с учетом (2). Полученная схема является 
консервативной, монотонной с погрешностью аппроксимации О(h2).  

Заключение. Предложена новая разностная схема для решения же-
стких краевых задач конвективно-диффузионного переноса.  
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УДК 519.6 

ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ РАСПРОСТРАНЕНИЯ 
ПРИМЕСИ ОТ ВЫСОТНЫХ ИСТОЧНИКОВ НАД ГОРОДОМ 

ПРИ НЕБЛАГОПРИЯТНЫХ МЕТЕОРОЛОГИЧЕСКИХ  
УСЛОВИЯХ 

 
Е.А. Каратаева 

 
Национальный исследовательский Томский государственный  

университет, механико-математический факультет 
Россия, г. Томск, пр. Ленина, 30, 634050 

E-mail: nebosolnze@gmail.com  
 
Аннотация. С помощью лагранжевой дисперсионной стохастической 
модели выполнено моделирование распространения примеси от вы-
сотных точечных источников. Получены данные позволяют прово-
дить качественный анализ модели путем сравнения с другими моде-
лями и общедоступными данными. 
Ключевые слова. Лагранжева дисперсионная модель, загрязнение воз-
духа, частицы. 
 
NUMERICAL SIMULATION OF POLLUTANTS EMISSION FROM 

HIGH-ALTITUDE POINT SOURCES TRANSPORT OVER THE 
CITY UNDER ADVERSE METEOROLOGICAL CONDITIONS 

 
E.A. Karataeva 

 
Tomsk State University, Russia, Tomsk, Lenin str., 36, 634050 

E-mail: nebosolnze@gmail.com  
 
Annotation. A Lagrangian dispersion stochastic model is used to simulate 
pollutants emission from point sources above the ground. The obtained data 
allows to analyze the model by comparing it with other models and availa-
ble data. 
Key words. Lagrangian dispersion model, air pollution, particles. 

 
Введение. Целью работы является разработка лагранжевой диспер-

сионно-стохастической модели для моделирования распространения 
инертной примеси от высотного точечного источника в атмосферном 
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пограничном слое атмосферы, тестирование на известном аналитиче-
ском решении, применение для исследования влияния инверсии опус-
кания на загрязнение приземного воздуха от высотных источников. 

Постановка задачи. По заданным параметрам положения в про-
странстве и интенсивности источника (трубы некоторой высоты) тре-
буется найти концентрацию распространившейся из него примеси. 
Труба располагается внутри некоторого объема пространства 
     LzLyLx ,0,0,0  . В начальный момент времени концентрация 
примеси нулевая. Начальное положение каждой частицы совпадает с 
положением источника. Вычисляется траектория движения: 

tttztytxvtxttx x  )),(),(),(()()( ,
tttztytxvtytty y  )),(),(),(()()( ,

tttztytxvtzttz z  )),(),(),(()()( , где (vx, vy, vz) − вектор ветра. Час-
тицы отражаются от верхней и нижней границ. Каждая частица несет в 
себе определенное количество вещества. Актуальная скорость ветра 
состоит из компонент, рассчитанных по модели численного прогноза 
погоды, и турбулентных пульсаций, для которых используются соот-
ношения xx kv 3/2 , yy kv 3/2 , где k – кинетическая энергия 

турбулентности; 
x , y  − случайные числа. Все случайные числа в 

работе принадлежат гауссову распределению со средним 0 и диспер-
сией 1. 

zv   зависит от условий стратификации атмосферы и 

0
2

210 )( bdtvavaavd zzz  , где   − случайное число, dtb 20 
, где  − диссипация, а формулы для коэффициентов a0, a1, a2 можно 
найти в литературе [1]. В качестве численного метода использовался 
явный метод Эйлера.  

Результаты. Проведено тестирование на известном аналитическом 
решении, установлено, что результаты, полученные по модели, более 
близки к точному решению, нежели результаты, полученные по мето-
ду Эйлера [2]. 

Модель применена для конвективного пограничного слоя: произве-
дены расчеты концентрации примеси при запуске 20 000 частиц в об-
ласти 15000х200х1000 метров для различных высот источников. Кон-
турный график безразмерной концентрации для средней высоты ис-
точника z/zi = 0.24, где z – высота нахождения частицы, а zi – высота 
слоя перемешивания, представлен на рис. 1. 
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Рис. 1. Контуры безразмерной концентрации для высоты  
z/zi = 0.24 полученные по модели автора (слева), измеренные Уиллисом 

и Дирдорфом (в центре) и полученные Franzese [3] (справа). 
 
Результаты лучше согласуются с моделью [3], хотя вполне сопоста-

вимы для двух моделей и эксперимента для всех трех высот. Это по-
зволяет сделать вывод о достаточной точности авторской численной 
модели. 

Рассматриваемая лагранжева дисперсионная стохастическая модель 
была применена для исследования распространения газообразной 
примеси от высотных точечных источников (двух рядом стоящих труб 
теплоэлектростанции), расположенных в пределах города Томска. Ис-
следовался вопрос о влиянии инверсии оседания на загрязнение возду-
ха в приземном слое атмосферы в черте города. 
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ПОСТРОЕНИЕ ПАРАЛЛЕЛЬНОГО АЛГОРИТМА  
ДЛЯ МИКРОМАСШТАБНОЙ МОДЕЛИ ТУРБУЛЕНТНОГО 
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Аннотация. В работе рассматривается построение параллельного 
алгоритма численного решения уравнений микромасштабной модели 
турбулентного течения с использованием технологий параллельного 
программирования Message Passing Interface (MPI) и Open Multi-
Processing (OpenMP). Для модели реализована автоматическое распа-
раллеливание циклов при использовании технологии OpenMP и 2D де-
композиция сеточной области с использованием технологии MPI. 
Ключевые слова. Численные методы, параллельное программирова-
ние, MPI, OpenMP. 
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Abstract. The paper discusses the developed parallel algorithm for the nu-
merical solution of a microscale model of turbulent flow using such parallel 
programming technologies as Message Passing Interface (MPI) and Open 
Multi-Processing (OpenMP). For the model, automatic loop parallelization 
is implemented using OpenMP technology and 2D decomposition of the 
mesh area using MPI technology. 
Keywords. Numerical method, parallel computing, transport equation, 
OpenMP, MPI. 
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Введение. Моделирование состава атмосферы и ее динамики в го-
родском подслое, представляет собой сложнейшую задачу математи-
ческого моделирования. Развиваемую авторским коллективом матема-
тическую модель планируется использовать для проведения масштаб-
ных параметрических расчетов, поэтому требуется разработка парал-
лельных вычислительных алгоритмов, адаптированных на использова-
ние современной вычислительной техники. Разнообразие в архитекту-
ре и компоновке высокопроизводительных вычислительных систем 
порождает разнообразие инструментов для построения параллельных 
программ. На сегодняшний день в области научных вычислений са-
мыми популярными и узнаваемыми для написания параллельных про-
грамм являются технологии MPI и OpenMP.  

В работе рассматривается построение алгоритмов решения разра-
ботанной модели  с использованием технологий MPI и OpenMP на вы-
числительной системе с общей памятью. 

Математическая модель. Математическая модель включает в себя 
осредненные по Рейнольдсу уравнения неразрывности, уравнения На-
вье-Стокса, переноса примеси и теплообмена. Замыкание описанной 
системы уравнений проводится с использованием градиентно-
диффузионной гипотезы Буссинеска. Для вычисления турбулентной 
вязкости используется двухпараметрическая k-ε – модель турбулент-
ности, учитывающая влияние сил плавучести.  

Дискретизация дифференциальной задачи выполнена методом ко-
нечного объема на структурированной декартовой сетке. Аппроксима-
ция конвективных членов уравнений переноса выполняется с исполь-
зованием противопотоковой схемы MLU Ван Лира. Аппроксимация 
диффузионных членов осуществляется с использованием центрально-
разностной схемы второго порядка. Результатом дискретизации явля-
ется неявная разностная схема второго порядка аппроксимации по 
пространству. Для согласования полей скорости и давления использо-
вался метод SIMPLE. Разработана итерационная вычислительная про-
цедура для согласования поля скорости и давления и последовательно-
го решения систем сеточных уравнений на основе метода Зейделя [1]. 

Построение параллельного алгоритма. При применении техно-
логии MPI в качестве основного подхода распараллеливания выбрана 
двумерная декомпозиция сеточной области на подобласти. Каждому 
процессорному элементу, задействованному в вычислениях, распреде-
ляются значения сеточной функции, принадлежащие локальной по-
добласти, для вычисления значений на следующей итерации. Из-за 
используемого шаблона неявной разностной схемы для вычисления 
очередного приближения в приграничных узлах каждой локальной 
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подобласти необходимо знать значения сеточной функции с соседней 
граничащей подобласти. Для этого создаются фиктивные ячейки для 
хранения данных с процессорного элемента, рассчитывающего в со-
седней подобласти декомпозиции, и организуются пересылки этих 
граничных значений, необходимых для обеспечения однородности 
вычислений в каждой локальной подобласти [1]. При разработке па-
раллельной программы используется ряд функций MPI для создания 
двумерной декартовой логической топологии и создания пользова-
тельских типов данных для обеспечения эффективной пересылки дан-
ных между процессами. 

При создании параллельного многопоточного приложения с ис-
пользованием технологии OpenMP нужно распараллелить вычисли-
тельные блоки, в котором производится перевычисление значений се-
точной функции для компонент скорости, поправки давления и харак-
теристик турбулентности на каждой итерации. Для исполнения после-
довательного алгоритма, построенного на основе метода Зейделя, в 
многопоточном режиме достаточно перед вычислительными циклами 
каждого вычислительного блока добавить директиву «omp parallel», 
указывающую на параллельное исполнение следующего за ней блока, 
как правило, содержащего вложенные циклы. Расчеты выполнялись на 
вычислительной системе с общей памятью, объединяющей два 6-ти 
ядерных процессора Intel с гипертрейдингом. На сетке 162x162x47 
узлов получено ускорение OpenMP-программы более чем в 12 раз на 
24 нитях, и в 9,5 раз на 12 нитях. Аналогичные результаты получены 
для MPI-программы. 

Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего 
образования РФ (соглашение № 075-02-2023-943).  
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Abstract. Currently, reliability issues in the design of machines and mecha-
nisms require more and more complete consideration of dynamic phenome-
na occurring in the designed facilities. The widespread use of mechanical 
objects with movable boundaries in technology necessitates the develop-
ment of methods for their calculation. In addition, it is recognized that de-
terministic modeling of systems cannot be adequate for some types of prob-
lems, so it is necessary to move on to probability-statistical, where random 
variables, stochastic fluctuations are present. The work considers stochastic 
linear longitudinal oscillations of viscoelastic rope with movable bounda-
ries, taking into account the influence of damping forces. 

 
Introduction. The problem of oscillations of systems with movable 

boundaries is associated with obtaining solutions of integro-differential 
equations and partial differential equations in time-variable regions [1-3]. 
Such tasks are currently not well understood. Their feature is the complexity 
of using known methods of mathematical physics suitable for fixed-
boundary problems. The complexity of the obtained solutions is explained 
by the fact that there is still no sufficiently general approach to analyzing 
the characteristics of the dynamics of such systems. In connection with the 
danger of resonance, the study of forced vibrations is of great importance 
here. Attempts to investigate this process have been made, but the results 
obtained are limited mainly to a qualitative description of dynamic phenom-
ena. The solution is mainly using approximate methods [2], since it is pos-
sible to obtain accurate solutions only in the simplest cases [1]. 

If damping of transverse oscillations occurs mainly due to action of ex-
ternal damping forces, then in case of longitudinal oscillations damping is 
mainly affected by elastic imperfections of material of vibrating object [3]. 
The study of viscoelasticity includes the analysis of stochastic stability of 
stochastic viscoelastic systems, their reliability, etc. The work considers 
stochastic linear longitudinal oscillations of viscoelastic rope with movable 
boundaries taking into account the influence of damping forces. The case of 
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the difference nucleus allows us to reduce the problem of analyzing a sys-
tem of stochastic integrodifferential equations to investigating a system of 
stochastic differential equations. It is proposed to use the statistical numeri-
cal Monte Carlo method to estimate the decomposition coefficients [4]. 

Research methods. The differential equation describing the longitudi-
nal vibrations of the rope (viscoelasticity is taken into account based on the 
Voigt hypothesis) has the form [3] 

2

0

( , ) 2 ( , ) ( , )

( ) ( , ) ( , ) ( , )

tt t xx

t

xx xxt

U x t U x t a U x t

K t U x d U x t f x t



   

  


   




             (1) 

Border conditions  

0 0 0( , ) 0; ( , ) 0.U v t t U v t l t                                  (2) 
Initial conditions 

1( ,0) ( ); ( ,0) 0.tU x U x U x                                 (3) 
In problem (1) - (3) it is indicated: ( , )U x t  – longitudinal displacement 

of the rope point with coordinate  x at time t; 2 /a E    velocity of wave 
propagation in the rope,  E  modulus of elasticity of the rope material, 
   linear mass density;  resistance force of the medium acting per 
unit length of the rope, proportional to the speed of movement;    a small 

parameter that takes into account viscoelasticity; 0 0v t l – the law of motion 
of the rope boundary; ( , )f x t   a function that characterizes an external 
disturbance; )( zK  relaxation core. 

Characteristics of random variables - mathematical expectation, variance 
and covariance. To find the characteristics of stochastic linear longitudinal 
oscillations of a viscoelastic rope, it is necessary to obtain statistical esti-
mates for the solution of a system of random integro-differential equations 
(1). To do this, the relaxation kernel ( )K z  can be taken in exponential form 
with a random component:  

1
( , ) ( , ) .j

N
z

jb
j

K z K z b c e 


 




                                         

Results. Denote the dependence of ( , )V  
 and ( )nV 

 on the random 

vector b  as ( , , )V b   and ( , )nV b , respectively. By changing the varia-
ble 
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the system of random integro-differential equations (1) is transformed 
into a system of random differential equations of the form 
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 
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       (4) 

The initial conditions will look like  

 
1

1
0

(0, ) 2 ( ) sin ; (0, ) 0; (0, ) 0.n n n njV b V d V b u b


       

       
(5) 

Conclusion.  The problem of analyzing a system of stochastic 
integrodifferential equations is reduced to studying a system of stochastic 
differential equations. The study of the system (4) - (5) is possible using the 
statistical numerical Monte Carlo method [4]. 
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Аннотация. В докладе представлены результаты эксперименталь-
ных исследований спектров пульсации температуры и соответст-
вующие им масштабы турбулентности в пламени при модельном вер-
ховом пожаре и в воздухе в окрестности фронта горения. Установле-
но, что в пламени верхового пожара внутренние масштабы турбу-
лентности соответствуют инерционному интервалу энергетическо-
го спектра, а турбулентные процессы в пламени формируют индуци-
рованную атмосферную турбулентность.  
Ключевые слова. Турбулентность, пламя, атмосферная турбулент-
ность, горение, диссипативные процессы. 
 

Массовые природные пожары оказывают влияние и на глобальные 
климатические процессы. При природных пожарах выделяется значи-
тельное количество тепловой энергии, а интенсивные турбулентные 
процессы в пламени природного пожара формируют турбулентность в 
конвективной колонке над очагом горения [1]. Это оказывает влияние 
на метеорологические параметры: скорость ветра, температуру и 
влажность воздуха, индуцированную атмосферную турбулентность. 
Турбулентные процессы в атмосфере характеризуются внутренним и 
внешним масштабами, соответствующие размерам крупных вихрей и 
мелких вихревых структур соответственно. 

В данной работе приводится исследование связи масштабов турбу-
лентности в пламени с масштабами индуцированной атмосферной 
турбулентности и диссипативными процессами; приводятся результа-
ты анализа и обработки экспериментальных данных о турбулентных 
процессах в пламени модельного верхового лесного пожара и в атмо-
сфере в окрестности очага горения. Экспериментальные данные полу-
чены с помощью бесконтактных методов измерений метеопараметров 
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и ИК термографии с применением оригинальных методик, разрабо-
танных в ТГУ. 

Получены спектры изменения температуры воздуха и масштабы 
индуцированной атмосферной турбулентности в окрестности фронта 
модельного пожара. Установлены диапазоны частот пульсации темпе-
ратуры воздуха, соответствующие инерционному и диссипативному 
участкам энергетического спектра для степного пожара. Показано, что 
для степного пожара диссипативные процессы начинают формиро-
ваться на высоте 10 м при значении lg k>1,58 и соответствующей час-
тоты пульсаций f>3 Гц. На высоте 3 м диссипативные процессы при 
модельном степном пожаре не наблюдаются. Показано, что при мо-
дельном верховом пожаре на высоте 10 м турбулентные процессы в 
атмосфере соответствуют инерционному участку энергетического 
спектра, а диссипативные процессы практически не проявляются. 

На основании проделанной работы были сделаны следующие вы-
воды: с увеличением высоты внутренние масштабы турбулентности в 
пламени незначительно увеличиваются вследствие расширения в ре-
зультате выделения тепла при химических реакциях; они соответству-
ют инерционному интервалу энергетического спектра [2-3], а диссипа-
тивные процессы в пламени в полунатурных условиях проведения 
эксперимента не существенны. Турбулентные процессы в пламени 
формируют индуцированную атмосферную турбулентность с появле-
нием характерных частот 0-2 Гц в спектре пульсации температуры 
воздуха. Пульсациям температуры воздуха с частотами около 0,1 Гц 
соответствует внешний масштаб турбулентности, соответствующий 
высоте измерений. 

Необходимо отдельно отметить, что в условиях экспериментов ис-
ходя из объективных физических ограничений и необходимости обес-
печить сохранность оборудования все измерения метеопараметров 
осуществлялись не непосредственно над фронтом модельного пожара, 
а на небольшом удалении по направлению ветра. Также высота изме-
рений ограничивалась размерами имеющейся в распоряжении коллек-
тива мачты. Это безусловно оказывает влияние на результаты измере-
ний, особенно на высоте 3 м. В будущем представляет интерес приме-
нение оптических способов измерения температуры и характеристик 
атмосферы непосредственно над фронтом пожара и на высотах больше 
10 м. 
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Аннотация. Представлены результаты моделирования гидрографи-
ческой сети Иркутской области, а также зон вероятного затопления 
местности при паводковых наводнениях с использованием ориентиро-
ванных графов. 
Ключевые слова. Зоны вероятного затопления, ориентированный 
граф, гидрографическая сеть, паводковое наводнение, цифровая мо-
дель местности, гидропост. 
 

MODELING OF PROBABLE FLOODING AREAS USING 
ORGRAPH 

 
I. Oltyan1, E. Arefyeva1, М. Bolgov2, N. Oltyan3 

 
Abstract. The results of modeling the hydrographic network of the Irkutsk 
region, as well as zones of probable flooding of the territory during floods 
using oriented graphs are presented. 
Keywords. Probable flooding areas, orgraph, hydrographic network, flood, 
digital relief model, gauging station. 

 
Введение. Применяемые в настоящее время вероятностно-

детерминированные подходы к моделированию зон вероятного затоп-
ления требуют большого количества исходных данных, инструмен-
тальных измерений, исследований местности. Перспективным пред-
ставляется моделирование зон вероятного затопления с использовани-
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ем цифровой модели рельефа (ЦМР) и построения гидрографической 
сети в виде ориентированного графа, характеризующего направление 
стока воды.  

Постановка задачи. При моделировании речных систем исполь-
зуются различные методы интерполяции [1], применяются геоинфор-
мационные системы (ГИС). Требуется создать математическую модель 
гидрографической сети, позволяющую определять гидрометрические 
характеристики водотоков и моделировать зоны вероятного затопле-
ния.  

Одним из подходов является представление гидрографической сети 
в виде ориентированного графа G = (V, E) [2, 3, 4], построенного на 
основе матрицы направлений стока, полученной по цифровой модели 
рельефа (ЦМР) [4]: 

G = (V(G), E(G)), 
где V(G) – множество вершин графа G (соответствуют ячейкам матри-
цы ЦМР, хранят определенные признаки); 

E(G) – множество ребер графа G (соответствуют направлению по-
верхностного стока в матрице направлений стока [4]).  

Использование ориентированного графа гидрографической сети, 
ЦМР, расчетных зависимостей и эмпирических коэффициентов, пред-
ставленных в действующих сводах правил [5] позволяет моделировать 
зоны вероятного затопления в выбранных вершинах графа, называе-
мых далее «виртуальные гидропосты».    

Результаты. На рисунке 1 представлена модель гидрографической 
сети в виде ориентированно графа, построенная по данным радарной 
топографической съемки Shuttle radar topographic mission (SRTM). В 
работе [6] показаны примеры  моделирования зоны вероятного затоп-
ления.   

 
Рис. 1. Построение модели гидрографической сети с использованием 

ЦМР и ориентированного графа 
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Заключение. Выполнено численное моделирование и картографи-
рование зон вероятного затопления в выбранных вершинах графа. 
Перспективным является создание модели, предназначенной для гид-
рологического прогнозирования,  основанной на применении ориенти-
рованных графов и глубоких нейронных сетей.  
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Аннотация. Представлена разработанная методика аналитического 
расчета и экспресс-оценки притока жидкости к многоствольной 
скважине. Приведены результаты верификации данной методики и 
результаты расчета с ее помощью предельной длины стволов сква-
жины, а также угла между ними, обеспечивающих максимальную 
продуктивность и экономическую эффективность добычи нефти. 
Ключевые слова. Фильтрация жидкости, многоствольная скважина, 
приток жидкости, контур питания, аналитическая модель. 

 
Введение. Разработка залежей с использованием многоствольных 

осложнена выбором оптимальной схемы их размещения и системы 
разработки для конкретного месторождения.  

Для решения данной проблемы целесообразно разработать методи-
ку аналитического расчёта, позволяющую проводить экспресс-оценку 
притока жидкости к двуствольной скважине, не прибегая к многовари-
антным и затратным по времени расчетам с использованием гидроди-
намических моделей. 

Постановка задачи. При выборе конфигурации многоствольной 
скважины основными факторами являются длина стволов и угол меж-
ду этими стволами. Расчет максимальных дебита и продуктивности 
двуствольной скважины затрудняет интерференция, связанная с вза-
имным расположением стволов скважины. Выбор оптимального вари-
анта расположения стволов скважины путём многовариантных расче-
тов с использованием гидродинамической модели занимает значитель-
ное количество времени.  

В известных аналитических методиках [1, 2, 3] не рассмотрено 
влияние угла между стволами, а также длины стволов на интерферен-
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цию (взаимовлияние), и, следовательно, на продуктивность много-
ствольной скважины (рис. 1). 

 
Рис. 1. Геометрическое представление двуствольной скважины 
 
Результаты. В результате проведенных расчетов определена эф-

фективная длина стволов скважины, которая составила 750 м. При 
дальнейшем увеличении длины ствола до 1000 м прирост дебита жид-
кости составляет менее 3%, а затраты на его бурение увеличиваются на 
17 %. Следовательно, использование стволов длиной более 750 м эко-
номически не эффективно. 

Заключение. Разработана методика аналитического расчета прито-
ка жидкости к двуствольной скважине, учитывающая угол между 
стволами многоствольной скважины и интерференцию между ними, 
позволяющая проводить экспресс-оценку притока жидкости к дву-
ствольной скважине, которая отличается от известных методик тем, 
что позволяет без использования многовариантных расчетов на гидро-
динамическом симуляторе определить с параметры скважины, кото-
рые обеспечат ее максимальную продуктивность и экономическую 
эффективность. 

Рекомендуемый угол между стволами скважины составил 50º. При 
его увеличении до 180º прирост дебита жидкости незначительный – 
около 1%.  

Таким образом, наибольшей эффективностью обладает двустволь-
ная скважина с длиной стволов 750 м и углом между стволами 50 °. 
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Аннотация. В статье представлены результаты по восстановлению 
абсолютной проницаемости залежи углеводородов с вторичными 
фильтрационно-емкостными свойствами с использованием метода 
вейвлет преобразований. Приведены результаты настройки гидроди-
намической модели залежи углеводородов на исторические данные 
работы скважин. 
Ключевые слова. Вторичные фильтрационно-емкостные свойства, 
абсолютная проницаемость, вейвлет-преобразование, гидродинамиче-
ское моделирование. 

 
Введение. Восстановить проницаемость пласта для гидродинами-

ческой модели для коллекторов с ВФЕС стандартными способами не 
представляется возможным. В связи с этим, решено было использовать 
альтернативный метод восстановления кубов проницаемости. С уче-
том специфики поставленной задачи нами выбран метод вейвлет-
преобразований, который является информативным, эффективным 
инструментом анализа структурных поверхностей пластов [1]. В отли-
чие от метода Мурея [2] он учитывает структурную составляющую 
залежей и не зависит от инклинометрических поскважинных замеров, 
которые могут иметь значительную погрешность. Данный метод хо-
рошо зарекомендовал себя при решении задач, связанных с выделени-
ем локальных составляющих структурной поверхности пласта, таких 
как анализ локализации остаточных запасов нефти, обладающих высо-
кой плотностью. 

Постановка задачи. Целью данной работы являлось восстановле-
ние куба абсолютной проницаемости залежи углеводородов с ВФЕС 
методом вейвлет-преобразований для дальнейшего использования в 
гидродинамической модели объекта, верификация полученной модели 
путем воспроизведения динамики работы скважин, настройки на заме-
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ры забойных давлений, а также обоснование возможности ее примене-
ния для кратко и среднесрочного прогнозирования распространения 
продуктивных зон по площади позволяющего более эффективно раз-
рабатывать объект. 

Результаты. Основной задачей адаптации гидродинамической мо-
дели для коллекторов с ВФЕС являлся подбор коэффциентов линейной 
зависимости проницаемости от локальной составляющей структурной 
поверхности и настройка их на исторические данные работы скважин. 
С помощью вейвлет-преобразований нами были получены карты вейв-
лет-разложений разной детальности. В ходе гидродинамических рас-
четов выяснилось, что лучшие результаты настройки модели получа-
ются с использованием карты вейвлетов третьего уровня и линейной 
зависимости от данной карты, по которой отстраивается куб абсолют-
ной проницаемости. Коэффициенты, влияющие на точность этой 
функции, были подобраны эмпирически (путем сравнения полученных 
результатов расчета с историческими данными). 

Заключение. Использование метода вейвлет-преобразований для 
восстановления куба абсолютной проницаемости сектора гидродина-
мической модели Бажено-Абалакских отложений одного из месторож-
дений Красноленинского свода показало возможность корректной на-
стройки гидродинамической модели, а также возможность расчета 
прогнозных показателей для коллекторов с ВФЕС. 

Полученные карты амплитудных отклонений позволяют сделать 
обоснованный прогноз продуктивных зон по площади Бажено-
Абалакских отложений, что позволит эффективнее разместить проект-
ный фонд скважин по площади объекта. 

Показано, что использование метода вейвлет-преобразований для 
восстановления куба абсолютной проницаемости для гидродинамиче-
ского моделирования имеет перспективы применения на месторожде-
ниях, сложенных коллекторами с ВФЕС. 
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Аннотация. Проведены экспериментальные исследования ускорения 
решения краевых задач методом декомпозиции. Для этого при реше-
нии краевых подзадач в подобластях, возникающих в результате де-
композиции расчетной области, применяется специальная организа-
ция вычислений, называемая тайлингом, позволяющая эффективно 
использовать сверхбыструю память компьютера. Даны результаты 
численных экспериментов по эффективности применения тайлинга и 
по определению его оптимальных параметров.  
Ключевые слова: краевые задачи, метод декомпозиции, итерационные 
методы, тайлинг. 
 
APPLICATION OF TILING IN SOLVING BOUNDARY PROBLEMS 

BY THE DOMAIN DECOMPOSITION METHOD  
 

V.M. Sveshnikov, I.A. Klimonov 
 
Abstract. Experimental studies of the acceleration of solving boundary val-
ue problems by the domain decomposition method have been carried out. 
To do this, when solving boundary subproblems in subdomains arising as a 
result of decomposition of the computational domain, a special organization 
of calculations, called tiling, is used, which makes it possible to efficiently 
use ultrafast memory.  компьютера. The results of numerical experiments 
on the efficiency of tiling and on the determination of its optimal parameters 
are given. 
Keywords: boundary value problems, decomposition method, iterative 
methods, tiling. 

 
Введение. Решение краевых задач методом декомпозиции [1] при-

водит к сведению сложной расчетной области  к последовательности 
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более простых подобластей и решению в них более простых подзадач. 
Рассмотрим вариант, в котором разбиение на подобласти проводится 
равномерной прямоугольной макросеткой, как это делается при по-
строении квазиструктурированных сеток [2]. В каждой подобласти 
строится своя структурированная прямоугольная подсетка. Особое 
внимание требуется уделить решению краевых подзадач на подсетках, 
так как это составляет основной вклад в решение краевых задач в це-
лом. 

Настоящая работа посвящена вопросам применения для этих целей 
тайлинга – средства ускорения решения за счет эффективного исполь-
зования сверхбыстрой памяти компьютера, которой снабжен процес-
сор. В выполнении арифметической операции основное время тратит-
ся на доставку операндов, если она происходит из медленной  опера-
тивной памяти.  Процессор имеет свою память – регистры, которая 
работает значительно быстрее оперативной памяти, но имеет сравни-
тельно небольшой объем. Поэтому можно добиться ускорения, изме-
нив схему вычислений в численном алгоритме так, чтобы промежу-
точные данные как можно дольше находились в регистрах. Это дости-
гается в результате применения тайлинга, то есть изменения хода вы-
числений без изменения сути самого алгоритма. Исследования на дан-
ную тему проводились Б. Я. Штейнбергом с соавторами [3], в частно-
сти применительно к работе итерационного метода Зейделя [4]. 

В настоящей работе экспериментально исследуется  применения 
тайлинга к двум итерационным методам: последовательной верхней 
релаксации SOR и симметричной верхней релаксации SSOR при ре-
шении краевых подзадач в подобластях. Метод декомпозиции основы-
вается на решении подзадач с сравнительно малым числом узлов под-
сеток, например, сотни. Результирующая сетка при этом может иметь 
большое число узлов, например, миллионы  Другой особенностью 
данного метода является большое число повторов решения в одной и 
той же подоблсти с различными краевыми условиями. Какой метод 
выбрать для решения в подобластях можно определить только экспе-
риментально, так как теоретические оценки являются асимптотиче-
скими которые, во–первых, не годятся для приведенных особенностей 
расчетов и, во– вторых, не принимают во внимание сложность реали-
зации метода. Экспериментальные исследования на данную тему про-
водились в работеt [5]. Они показали быструю сходимость метода SOR 
(SSOR – симметричная версия метода SOR). Кроме того, данные мето-
ды просты в реализации и допускают применение тайлинга, поэтому 
они были выбраны для исследования в настоящей статье. В проводи-
мых исследованиях варьируется не только размер подсетки, но и вид 
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тайла – сеточного блока в тайлинге. Приводятся результаты числен-
ных экспериментов, свидетельствующие об ускорении вычислений по 
сравнению с традиционным подходом до 3 раз. Указывается опти-
мальный размер тайла. 

Постановка задачи и методы ее решения. В замкнутой области 
ܩ̅ ൌ ܩ ∪ Γ требуется решить краевую задачу 
߮ܮ    ൌ ݂ в области (1)    ,ܩ 
   ݈߮ ൌ ݃ на границе Γ,    (2) 
где ܮ – эллиптический оператор, ݈ – оператор граничных условий, ߮ – 
искомая, ݂, ݃ – заданные функции координат ݔ,  Рассматриваются .ݕ
граничные условия Дирихле и Неймана. Предполагается, что исходные 
данные обеспечивают единственное достаточно гладкое решение по-
ставленной задачи. 

Решение задачи (1), (2) проводится на квазиструктурированных 
сетках, с применением метода декомпозиции области, основанного на 
прямой (непосредственной) аппроксимации уравнения Пуанкаре – 
Стеклова [6],  суть которого заключается в следующем. Расчетная об-
ласть ̅ܩ  структурированной прямоугольной  макросеткой разбивается 
на подобласти, среди которых различаются  внутренние, полностью 
лежащие в ܩ, внешние, не содержащие точек ̅ܩ, граничные, содержа-
щие точки  ܩ и Γ. Во внутренних и граничных подобластях строятся 
свои подсетки, на которых методом конечных разностей, конечных 
объемов или конечных элементов решаются краевые задачи. Внешние 
подобласти исключаются  из расчетов. Для сшивки решений в подоб-
ластях применяется метод декомпозиции, основанный на прямой (не-
посредственной) аппроксимации уравнения Пуанкаре – Стеклова на 
границе сопряжения подобластей (интерфейсе) ߛ 

   ቀడఝ
డ௡ሬԦ
ቁ
ఊ

ା
 – ቀడఝ

డ௡ሬԦ
ቁ
ఊ

ି
ൌ 0,                       (3) 

Здесь ሬ݊Ԧ – нормаль к ߛ, а знаки ൅, –	 означают принадлежность объ-
екта смежным подобластям. Уравнение (3) аппроксимируется  на сет-
ке, которая вводится на ߛ, системой линейных алгебраических уравне-
ний  

ݑܵ                        ൅ ݍ ൌ 0,                                                    (4) 

где ݑ – приближенное значение функции ߮, ܵ – квадратная матрица, ݍ 
– вектор. Решение системы (4) осуществляется итерационным процес-
сом по подобластям вида  

௞ାଵݑ	                                    ൌ Λሺݑ௞, ,௞ሻݎܵ ݇ ൌ 0,1,…                              (5) 



Всероссийская конференция по математике и механике. 2–5 октября, 2023 г., г. Томск 

 
132 

 

Здесь функция Λ определяет конкретный алгоритм, ݎ – вспомога-
тельный вектор. На каждом шаге (5) решаются краевые подзадачи в 
подобластях. Запишем сеточные уравнения, аппроксимирующие  ис-
ходную задачу в ሺ݅, ݆ሻ–м узле подсетки (݅ ൌ 1,2,…ܰ; ݆ ൌ  где ,ܯ…,1,2
  заданы), в виде ܯ,ܰ

     	െܽ௜,௝ଵ ௜ିଵ,௝ݑ െ ܽ௜,௝
ଶ ௜,௝ିଵݑ െ ܽ௜,௝

ଷ ௜ାଵ,௝ݑ െ ܽ௜,௝
ସ ௜,௝ାଵݑ ൅ ܽ௜,௝

଴ ௜,௝ݑ ൌ ௜݂,௝ ,        (6) 

где ܽ௜,௝଴ , ܽ௜,௝ଵ ,… , ܽ௜,௝ସ , ௜݂,௝  – известные величины. Метод последователь-
ной верхней релаксации SOR реализуется по формулам 

ො௜,௝௡ାଵݑ       ൌ ൫ ௜݂,௝ ൅ ܽ௜,௝
ଵ ௜ିଵ,௝ݑ

௡ାଵ ൅ ܽ௜,௝
ଶ ௜,௝ିଵݑ

௡ାଵ ൅ ܽ௜,௝
ଷ ௜ାଵ,௝ݑ

௡ ൅ ܽ௜,௝
ସ ௜,௝ାଵݑ

௡ ൯/ܽ௜,௝
଴ ,  

௜,௝௡ାଵݑ           ൌ ො௜,௝ݑ߱
௡ାଵ ൅	ሺ1 െ ߱ሻݑ௜,௝

௡ , ݅ ൌ 1,2,…ܰ; ݆ ൌ 1,2,  (7)              ܯ…

где 1 ൑ ߱ ൏ 2 – заданный итерационный параметр, ݊ ൌ 0,1,… – номер 
итерации/, а метод последовательной верхней релаксации SSOR – по 
формулам 

ො௜,௝ݑ      
௡ାଵ ଶ⁄ ൌ ൫ ௜݂,௝ ൅ ܽ௜,௝

ଵ ௜ିଵ,௝ݑ
௡ାଵ ଶ⁄ ൅ ܽ௜,௝

ଶ ௜,௝ିଵݑ
௡ାଵ ଶ⁄ ൅ ܽ௜,௝

ଷ ௜ାଵ,௝ݑ
௡ ൅ ܽ௜,௝

ସ ௜,௝ାଵݑ
௡ ൯/ܽ௜,௝

଴ ,  
௜,௝ݑ            

௡ାଵ ଶ⁄ ൌ ො௜,௝ݑ߱
௡ାଵ ଶ⁄ ൅	ሺ1 െ ߱ሻݑ௜,௝

௡ , ݅ ൌ 1,2, …ܰ; ݆ ൌ  (8)      ܯ…,1,2

ො௜,௝௡ାଵݑ      ൌ ൫ ௜݂,௝ ൅ ܽ௜,௝
ଵ ௜ିଵ,௝ݑ

௡ାଵ ൅ ܽ௜,௝
ଶ ௜,௝ିଵݑ

௡ାଵ ൅ ܽ௜,௝
ଷ ௜ାଵ,௝ݑ

௡ାଵ ଶ⁄ ൅ ܽ௜,௝
ସ ௜,௝ାଵݑ

௡ାଵ ଶ⁄ ൯/ܽ௜,௝
଴ ,  

௜,௝௡ାଵݑ   ൌ ො௜,௝ݑ߱
௡ାଵ ൅	ሺ1 െ ߱ሻݑ௜,௝

௡ , ݅ ൌ ܰ,ܰ െ 1, … ,1; 	݆ ൌ ܯ,ܯ െ 1, … ,1  (9) 

Тайлинг применительно к данным методам заключается в следую-
щем. Узлы подсетки распределяются по блокам (тайлам) заданной  
размерности. Вместо перебора узлов во всей подсетке в традиционной 
последовательности: слева – направо,   снизу – вверх (так расположе-
ны элементы массива ݑ в оперативной памяти компьютера )  данный 
перебор проводится внутри тайла, а сами тайлы перебираются тради-
ционным образом. При этом численный алгоритм не изменяется, ме-
няется только последовательность вычислений, позволяющая дольше 
удерживать в сверхбыстрой памяти промежуточные данные. 

Численные эксперименты. Рассматривалась модельная краевая 
задача для уравнения Лапласа  

   Δ߮ ൌ 0 в области (10)    ,ܩ 

   ߮ ൌ 1 на границе Γ.    (11) 

Расчетная область ̅ܩ представляла собой единичный квадрат 
ሼ0 ൑ ݔ ൑ 1, 0 ൑ ݕ ൑ 1ሽ и являлось одной подобластью в методе деком-
позиции. Задача (10), (11) аппроксимировалась на квадратной сетке, 
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При этом выполнялись  равенства ܽ௜,௝ଵ ൌ ܽ௜,௝
ଶ ൌ ܽ௜,௝

ଷ ൌ ܽ௜,௝
ସ =1, ܽ௜,௝଴ ൌ 4, а 

௜݂ ,௝ формировалась за счет учета граничных условий  (11). Сеточные 
уравнения решались итерационными методами SOR (7) и SSOR (8), (9) 
на различных сетках при ܰ ൌ ܯ ൌ 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024 и 
различных размерах тайла ݊ ൌ ݉ ൌ 1, 2, 4, 8, 16.  

Расчеты выполнялись на персональном компьютере  Intel(R) 
Core(TM) i5 – 8600 K CPU @  3.60 GHz. 

В Таблицах 1, 2 приведен коэффициент ускорения ܳ, равный 

                                                ܳ ൌ బ்

భ்
, 

଴ܶ  – время счета без тайлинга, ଵܶ  – время счета с применением тайлин-
га (при Q >1 тайлинг выигрывает).  
 

Таблица 1  
Коэффициент ускорения Q для SOR         

N \ n 1 2 4 8 16
8 0,85 0,99 1,20 0,94

16 1,0 1,54 2,01 1,56 1,01
32 0,99 1,84 2,50 1,93 1,24
64 1,0 2,00 2,76 2,12 1,36
128 1,0 2,06 2,88 2,21 1,42
256 1,0 2,11 2,71 2,20 1,43
512 1,01 2,16 2,62 2,16 1,46
1024 1,01 2,15 2,56 2,09 1,45

 
Таблица 2 

Коэффициент ускорения Q для SSOR 

N \ n 1 2 4 8 16
8 1,01 1,65 1,88 1,48

16 1,00 1,87 2,23 1,73 1,05
32 1,00 2,24 2,76 2,13 1,30
64 1,00 2,43 3,07 2,37 1,44
128 1,01 2,50 3,19 2,47 1,50
256 1,01 2,49 3,02 2,36 1,49
512 1,00 2,48 2,84 2,32 1,50
1024 1,01 2,12 2,37 1,99 1,26
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Из данных таблиц видно, что: 1) оптимальный размер тайла ݊ ൌ 4, 
при котором применение тайлинга дает ускорение до 3 раз, 2) при ма-
лых ܰ  ускорение небольшое, что объясняется частой сменой содер-
жимого сверхбыстрой памяти, 3) ускорение уменьшается при увеличе-
нии размера тайла после оптимального значения, что объясняется уве-
личением вклада времени выполнения арифметических операций в 
тайле. 

Заключение. Проведены экспериментальные исследования приме-
нения тайлинга при  решении краевых задач методом декомпозиции 
области на подобласти, сопрягаемые без наложения. Показано, что 
решение с использованием тайлинга дает ускорение до 3 раз по срав-
нению с классическими подходами. Указаны оптимальные размеры 
тайла. 

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного 
фонда № 23-21-00385, https://rscf.ru/project/23-21-00385/ 
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕПЛООБМЕНА  
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Аннотация. В настоящей работе рассматривается актуальная за-
дача моделирования тепловых потерь в составной конструкции теп-
лоизоляционного окна с наполнением межстекольного пространства 
однокамерного и двухкамерного стеклопакетов осушенным воздухом.  
Ключевые слова. Уравнение теплопроводности, имитационное моде-
лирование,  метод конечных разностей, Ansys Fluent, двухкамерные 
стеклопакеты.  
 

NUMERICAL SIMULATION OF HEAT TRANSFER  
IN MULTIPLE-GLAZED WINDOWS 

 
P.A. Somova, E.I. Gurina 

 
National Research Tomsk State University,  

Russia, Tomsk, Lenin str., 36, 634050 

Е-mail: p.a.somova@gmail.com 
 
Abstract. The actual problem of modeling heat losses in the composite 
structure of a heat-insulating window with filling the interstitial space of 
single-glazed and double-glazed windows with dried air is considered in 
this paper. 
Keywords. The equation of thermal conductivity, simulation modeling, finite 
difference method, Ansys Fluent, double-glazed windows. 

 
Введение. Основной составляющей частью любого современного 

деревянного, пластикового или алюминиевого окна, несомненно, явля-
ется стеклопакет. Свойства стеклопакета являются основополагающи-
ми в общих свойствах оконного блока, так как сам стеклопакет зани-
мает от 65 % до 90% площади всего окна. Под стеклопакетом понима-
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ется конструкция, состоящая из двух или нескольких стекол, разде-
ленных по периметру дистанционной рамкой, наполненной влагопог-
лотителем, и склеенных герметиком. Образованные герметические 
камеры заполняются инертными газами или осушенным воздухом [1].  

Физическая постановка задачи. В работе анализируется распро-
странение тепла в составной конструкции теплоизоляционного окна. В 
наружной и внутренней створках которого установлены однокамерный 
и двухкамерный стеклопакеты. Величина воздушного промежутка ме-
жду стеклопакетами	െ	200 мм. Формула остекленения 4ܯଵ െ 16 െ
ଵܯ4 െ 200 െ ଵܯ4 െ 14 െ ଵܯ4 െ 14 െ -ଵ. Поставленная в работе заܯ4
дача декомпозировалась на более мелкие подзадачи.  На первом этапе 
моделировался процесс распространения тепла внутри однокамерного 
стеклопакета с формулой остекленения 4ܯଵ െ 16 െ -ଵ с наполнениܯ4
ем межстекольного пространства осушенным воздухом (Рис.1).  

 
 

Рис. 1. Геометрия однокамерного стеклопакета 
 
На втором этапе моделировался процесс распространения тепла 

внутри двухкамерного стеклопакета с формулой остекленения 4ܯଵ െ
14 െ ଵܯ4 െ 14 െ  .ଵ, также на основе осушенного воздуха (Рис.2)ܯ4
Считается, что однокамерный стеклопакет, заполненный осушенным 
воздухом  и не имеющий стекол со специальными покрытиями (энер-
госберегающее мягкое покрытие), теряет около двух третей тепла из 
помещения за счет излучения и одну треть – за счет теплопроводности 
и конвекции [2,3].  В стеклопакетах с толщиной дистанционной рамки 
от 6 до 10 мм ввиду вязкости используемого газа или смеси газов 
практически отсутствует конвективный поток, и тепло уходит только 



Всероссийская конференция по математике и механике. 2–5 октября, 2023 г., г. Томск 

 
138 

 

за счет теплопроводности [2,4]. Начиная с толщины воздушной каме-
ры в 12 мм и выше теплопотери стеклопакета за счет конвекции уве-
личиваются.  До 16 мм явление конвекции тоже присутствует, но 
вклад его в общие теплопотери стеклопакета мал и перекрывается ве-
личиной теплосопротивления осушенного воздуха или инертного газа. 

 
 

Рис. 2. Геометрия двухкамерного стеклопакета 
 
На первом и втором этапах моделирования в работе концентриру-

ется внимание только на одном из основных механизмов переноса те-
пла – теплопроводности. Теплопотери в однокамерном и двухкамер-
ном стеклопакетах за счет конвекции не учитываются. На третьем эта-
пе проводилось имитационное моделирование процесса распростране-
ния тепла внутри всей составной конструкции теплоизоляционного 
окна, где отдельное внимание уделяется теплопотерям за счет наличия 
конвективного потока, возникающего в воздушном промежутке тол-
щиной 200 мм между стеклопакетами. 

Математическая постановка задачи. Рассмотрим конструкцию 
двухкамерного стеклопакета.  В начальный момент времени все пять 
частей (Рис.3) стеклопакета  имеют одинаковую температуру ଴ܶ ൌ
  .ܥ25°

 
Рис. 3. Иллюстрация разностного разбиения расчетной области  
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ଵܺ, ௚௟ܮ , ,௚௟ଶܮ ௔௜௥ܮ ,  ܺே  – координаты граничных узлов	௔௜௥ଶܮ
 

Толщины каждого из слоёв конструкции принимаются следующи-
ми: 1, 3 и 5 слои (стекло марки М1) - ݈ଵ ൌ ݈ଷ ൌ ݈ହ ൌ 4 мм; 2 и 4 слои 
(осушенный воздух) - ݈ଶ ൌ ݈ସ ൌ 14 мм. На внутренней стороне (поме-
щение) стеклопакета поддерживается постоянная температура ௥ܶ௢௢௠ ൌ
-Температура на внешней стороне конструкции (атмосфера) со .ܥ25°
ставляет ௢ܶ௨௧ ൌ െ21°ܥ.  

В процессе теплообмена участвуют пять слоев с различными теп-
лофизическими свойствами, для каждого из слоев стеклопакета будем 
использовать свое уравнение теплопроводности с соответствующими 
значениями ߩ	ሺплотность	материалаሻ, ߣ (коэффициент теплопроводно-
сти материала) и ܥ௣	ሺудельная	теплоемкость	материалаሻ: 

௣ଵܥଵߩ                           
డ భ்

డ௫
ଵߣ= 

డ² భ்

డ௫²
,  0 ൏ ݔ ൏  ௚௟;                       (1.1)ܮ

௣ଶܥଶߩ                          
డ మ்

డ௫
ଶߣ=	

డ² మ்

డ௫²
, ௚௟ܮ  ൏ ݔ ൏  ௔௜௥;                    (1.2)ܮ

௣ଷܥଷߩ                           
డ య்

డ௫
ଷߣ =	

డ² య்

డ௫²
, ௔௜௥ܮ  ൏ ݔ ൏  ௚௟ଶ;                (1.3)ܮ

௣ସܥସߩ                          
డ ర்

డ௫
ସߣ=	

డ² ర்

డ௫²
, ௚௟ଶܮ  ൏ ݔ ൏  ௔௜௥ଶ;                 (1.4)ܮ

௣ହܥହߩ                           
డ ఱ்

డ௫
ହߣ =	

డ² ఱ்

డ௫²
, ௔௜௥ଶܮ  ൏ ݔ ൏  (1.5)                    .ܮ

 
ଵߣ ൌ ଷߣ ൌ ହߣ ൌ=1,15 Вт/(м ·°С); ߩଵ ൌ ଷߩ ൌ   ;ହ=2560 (кг /мଷ)ߩ
௣ଵܥ ൌ ௣ଷܥ ൌ  ;௣ହ=670 Дж/(кг ·°С)  - параметры стекла марки М1ܥ
ଶߣ ൌ ସߩ=ଶߩ ;ସ=0,0257 Вт/(м ·°С)ߣ ൌ1,186 (кг /мଷ); ܥ௣ଶ=ܥ௣ସ=1005 
Дж/(кг ·°С)   - параметры осушенного воздуха. 

В начальный момент времени температура каждой части конструк-
ции принимается одинаковой и равной:  
  ܶሺݐ, ሻ|௧ୀ଴ݔ ൌ ,ܥ25°  0 ൑ ݔ ൑  ,ሺ1.6ሻ		ܮ
на  левой границе рассматривается граничное условие I рода: 
௥ܶ௢௢௠ሺݐ, ሻ|௫ୀ଴ݔ ൌ ,ܥ25° ݐ  ൐ 0	ሺ1.7ሻ.                       

Граничные условия IV рода действуют в зоне контакта стекла и 
межстекольного пространства, заполненного осушенным воздухом:           

൝
ଵߣ

డ భ்

డ௫
|௫ୀ௅೒೗ ൌ ଶߣ

డ మ்

డ௫
|௫ୀ௅೒೗

ଵܶ൫ݐ, ௚௟൯ܮ ൌ ଶܶ൫ݐ, ௚௟൯ܮ
														ቊ

ଶߣ
డ మ்

డ௫
|௫ୀ௅ೌ೔ೝ ൌ ଷߣ

డ య்

డ௫
|௫ୀ௅ೌ೔ೝ

ଶܶሺݐ, ௔௜௥ሻܮ ൌ ଷܶሺݐ, ௔௜௥ሻܮ
 ሺ1.8ሻ          

൝
ଷߣ

డ య்

డ௫
|௫ୀ௅೒೗మ ൌ ସߣ

డ ర்

డ௫
|௫ୀ௅೒೗మ

ଷܶ൫ݐ, ௚௟ଶ൯ܮ ൌ ସܶ൫ݐ, ௚௟ଶ൯ܮ
										ቊ

ସߣ
డ ర்

డ௫
|௫ୀ௅ೌ೔ೝమ ൌ ହߣ

డ ఱ்

డ௫
|௫ୀ௅ೌ೔ೝమ

ସܶሺݐ, ௔௜௥ଶሻܮ ൌ ହܶሺݐ, ௔௜௥ଶሻܮ
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На выходе из рассматриваемой области действует граничное усло-
вие III рода:  ߣହ ቀ

ப୘ఱ
ப௫
ቁ ൌ ݇ሺ ହܶ- сܶр),  t >0 (1.9), где k=10 Вт/(м²·Кሻ െко-

эффициент теплоотдачи между стеклом и воздухом. Дифференциаль-
ные уравнения в частных производных (1.1-1.5) с начально-краевыми 
условиями (1.6) - (1.9), а также иными условиями однозначности (гео-
метрическими, физическими) составляют полную математическую 
формулировку рассматриваемой задачи теплопроводности. Численное 
решение поставленной задачи в виде программного кода на C++ вы-
полнялось на основе МКР с использованием явной разностной схемы. 
Для верификации разработанных программ было проведено сравнение 
результатов численного решения полученного при использовании яв-
ной разностной схемы, с численным решением, полученным в про-
граммном комплексе Ansys Fluent. 

Результаты численного моделирования. Для оценки теплофизи-
ческих свойств стеклопакета была использована гипотетическая мо-
дель (Рис.4) в которой стеклопакет был установлен между небольшой 
комнатой (1500*1500 мм) и доменом атмосферы (4000*4000 мм). 

 

 
 

Рис. 4. Распределение температуры в расчётных доменах в начальный 
момент времени 

 
Ниже представлена визуализация протекающего физического про-

цесса вдоль рассматриваемой области с помощью программного ком-
плекса Ansys Fluent. 
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Рис. 5. Распределение температуры по толщине конструкции одно-
камерного стеклопакета спустя 5 часов 

 
 
 
 

 
 

Рис. 6. Распределение температуры вдоль средней линии расчетной 
области спустя 11 часов (однокамерный стеклопакет) 



Всероссийская конференция по математике и механике. 2–5 октября, 2023 г., г. Томск 

 
142 

 

 
 

Рис. 7. Распределение температуры вдоль средней линии расчетной 
области спустя 11 часов (сравнение однокамерного и двухкамерного 

стеклопакетов), °С 
 
Количественные показатели результатов расчета показали, что при 

использовании в расчетной модели двухкамерного стеклопакета, в 
комнате спустя 11 часов будет на 9.4% теплее, чем при использовании 
однокамерного стеклопакета. Если площадь остекления дома или зда-
ния высока, то теплопотери при использовании однокамерных конст-
рукций будут значительно выше, чем при использовании двухкамер-
ных стеклопакетов. 

Результаты математического моделирования процесса распростра-
нения тепла внутри всей составной конструкции теплоизоляционного 
окна с воздушным промежутком толщиной 200 мм между стеклопаке-
тами будут представлены во второй части статьи.  
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Аннотация. Разработана численная модель для исследования влияния 
неравномерности солнечного нагрева стен уличного каньона на тур-
булентное течение и перенос примеси. Исследовано влияние угла паде-
ния солнечных лучей и теплофизических свойств стен на интенсив-
ность выноса примеси, поступающей от проезжающих в рассматри-
ваемой области автомобилей. 
Ключевые слова. Уравнения Рейнольдса, k-eps модель турбулентно-
сти, солнечное излучение, уличный каньон, перенос примеси. 
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Abstract. A numerical model has been developed to study the effect of solar 
heating of the walls of a street canyon on turbulent flow and air pollutant 
transport. The influence of the angle of incidence of sunlight and the 
thermophysical properties of the walls on the intensity of the removal of 
vehicle pollutants in the area under consideration is investigated.. 
Keywords. Reynolds equations, k-eps turbulence model, solar radiation, 
street canyon, air pollutant transport. 
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Введение. Целью работы является численное исследование влия-

ния неравномерности солнечного нагрева образующих уличный кань-
он поверхностей, в котором интенсивно движется автомобильный 
транспорт.  

Рассматривается стационарное неизотермическое турбулентное те-
чение вязкой несжимаемой жидкости в уличном каньоне, образованно-
го двумя протяженными зданиями. Ось Ох1 ориентирована на восток, 
Ох2 – на север (Рис.1). Движение воздуха над зданиями направлено 
вдоль оси Ох1. Теплофизические свойства стен, крыш зданий и дорож-
ного полотна (x3 = 0) могут различаться. В результате солнечного из-
лучения в светлое время суток различные участки образующих улич-
ного каньона могут нагреваться. Для представления силы плавучести 
используется приближение Буссинеска. Внизу уличного каньона бли-
же к середине располагаются линейные источники выбросов авто-
транспорта, расположенные на небольшой высоте над поверхностью и 
ориентированы параллельно уличным зданиям. Исследуются значения 
концентрации примеси на уровне пешеходов и вдоль вертикальных 
поверхностей. 

 

 
Рис. 1. Иллюстрация физической постановки задачи 

 
Численное моделирование рассматриваемого процесса проводится 

с использованием уравнений Рейнольдса, теплообмена и переноса 
примеси, которые замыкаются с помощью градиентных соотношений 
Буссинеска и k-eps модели турбулентности, учитывающей влияние 
силы плавучести на турбулентную структуру потока. Для описания 
переноса теплового излучения внутри каньона применялось P-1 при-
ближение метода сферических гармоник, которое в настоящее время 
широко используется при моделировании рассматриваемых процессов 
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[2]. Кроме того, учитывается процесс переноса тепла в стенах зданий. 
Задача решается численно методом конечного объема, алгоритм SIM-
PLE привлекается для согласования полей скорости и давления. Разра-
ботан эффективный алгоритм вычисления температуры поверхностей 
в уличном каньоне. 

Результаты проведенных численных исследований показали, что 
интенсивный солнечный нагрев части или всей наветренной стороны 
может приводить к образованию двухвихревой картины течения в 
уличном каньоне с накоплением примеси в зонах движения пешехо-
дов.  

Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего 
образования РФ (соглашение № 075-02-2023-943). 
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Аннотация. Для численной реализации предложенной математиче-
ской модели изучения процессов теплообмена в кабельных проходках 
при пожаре использовался программный пакет, в основу которого 
положен метод конечных элементов. Даны результаты расчетов те-
плообмена в трех типовых кабельных проходках.  
Ключевые слова. Теплообмен, математическое моделирование, ка-
бельные проходки, пожар, огнестойкость. 
 

Введение. Методика проведения огневых испытаний кабельных 
проходок на огнестойкость предполагает измерение температуры на-
грева только на необогреваемой поверхности [1]. В связи с этим вы-
полнено компьютерное моделирование механизма теплообмена между 
элементами кабельных изделий и конструкций кабельных проходок 
при тепловом воздействии пожара. 

Постановка задачи. В основу математической модели процессов 
теплообмена в кабельной проходке положено уравнение теплопровод-
ности, которое описывает распределение температуры внутри кабель-
ных проходок [2]: 

௣ܥߩ
߲ܶ
ݐ߲

ൌ ߣሾݒ݅݀ ∙ ሺܶሻሿ݀ܽݎ݃ ൅  ,௏ݍ
где: T – температура, ºС; t – время, с; ρ – плотность, кг/м3; Сp – теп-

лоёмкость, Дж/(кг·ºС); λ – коэффициент теплопроводности, Вт/(м·ºС); 
qv – внутренние источники или стоки тепла, Вт/м3. 

Основными механизмами теплопередачи на границе кабельной 
проходки являются лучистый и конвективный теплообмен, а величина 
теплового потока может быть записана как их сумма в виде: 

ݍ ൌ ൫ܶߙ	 െ сܶр൯ ൅ ൫ܶସߪпрߝ െ сܶр
ସ ൯, 

где: q – тепловой поток от внешней среды к телу, Вт/м2; α – коэф-
фициент теплоотдачи, Вт/(м2 °С); Tср – температура окружающей сре-
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ды, °С; εпр – приведённая степень черноты системы; σ ≈ 5,67·10-8 
Вт/(м2К4) – постоянная Стефана-Больцмана [3].  

Температура среды в огневой камере Tп задается стандартным тем-
пературным режимом огневых испытаний (пожара) при начальной 
температуре среды T0 [1]. Со стороны огневой камеры (индекс 1) теп-
ловой поток q1ст на стенку кабельной проходки (индекс ст) и поток q1к 
на кабель (индекс к) зависят от температуры и времени и описываются 
зависимостями: 

,ଵстሺܶݍ ሻݐ ൌ ଵстሺߙ	 ଵܶст െ ௡ܶሻ ൅ ሺߪпрଵстߝ ଵܶст
ସ െ ௡ܶ

ସሻ, 
,ଵкሺܶݍ ሻݐ ൌ ଵкሺߙ ଵܶк െ ௡ܶሻ ൅ ሺߪпрଵкߝ ଵܶк

ସ െ ௡ܶ
ସሻ. 

С внешней необогреваемой стороны кабельной проходки (индекс 
2) происходит охлаждение за счёт естественной конвекции и сброса 
тепла излучением. Тепловые потоки на стенке q2ст и кабеле q2к: 

,ଶстሺܶݍ ሻݐ ൌ ଶстሺߙ ଶܶст െ ଴ܶሻ ൅ ൫ߪпрଶстߝ ଶܶст
ସ െ ଴ܶ

ସ൯; 
,ଶкሺܶݍ ሻݐ ൌ ଶкሺߙ ଶܶк െ ଴ܶሻ ൅ ൫ߪпрଶкߝ ଶܶк

ସ െ ଴ܶ
ସ൯	. 

Связь теплового потока и температуры описывается законом Фу-
рье. Начальные условия определяют состояние системы в начальный 
момент времени: 	ܶ	 ൌ 	 ଴ܶ. 

Для численной реализации предложенной математической модели 
использовался программный пакет Salome-Meca [4], в основу которого 
положен метод конечных элементов.  

Результаты. Моделировались процессы теплообмена в трех наи-
более распространенных кабельных проходках размерами 
0,25х0,25х0,3 м. Конструкция кабельной проходки № 1 состояла из 
плит негорючей минеральной ваты толщиной 0,1 м с обоих торцов с 
расположенным в центральной части кабелем и воздушным зазором 
внутри проходки размером 0,1 м. Кабельная проходка № 2 отличалась 
от № 1 заполнением внутреннего пространства силиконовой противо-
пожарной пеной. В кабельной проходке № 3 противопожарной пеной 
на основе пенополиуретана заполнялось все внутреннее пространство. 

Результаты компьютерного моделирования показали, что кабель 
является основным элементом, участвующим в теплопереносе из об-
ласти огневой камеры. Заполнение внутреннего пространства проти-
вопожарной пеной в кабельных проходках № 2 и № 3 способствует 
кондуктивному теплообмену. Распространение тепла происходит по 
медной жиле кабеля с последующим нагревом материла изоляции и 
оболочки. Результаты расчетов показали, что наиболее опасной в от-
ношении нагрева кабеля и огнестойкости конструкции является ка-
бельная проходка 3-го вида. Значения температур на необогреваемой 
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поверхности проходки превысили критическую температуру 145 °С на 
72-й мин теплового воздействия пожара. 

Заключение. Исследованы закономерности теплообмена в кабель-
ных проходках при тепловом воздействии пожара в зависимости от 
характеристик кабельных проходок. Показано, что наиболее опасной в 
отношении нагрева кабеля и снижения огнестойкости конструкции 
является кабельная проходка 3-го вида с заполнением всего внутрен-
него пространства противопожарной пеной. 
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Abstract. A software package based on the finite element method was used 
to numerically implement the proposed mathematical model for studying 
heat transfer processes in cable penetrations during a fire. The results of 
calculations of heat exchange in three typical cable penetrations are given.  

 
Introduction. The method of conducting fire tests of cable penetrations 

for fire resistance involves measuring the heating temperature only on an 
unheated surface [1]. In this regard, a computer simulation of the mecha-
nism of heat exchange between the elements of cable products and struc-
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tures of cable penetrations under the thermal effects of fire has been per-
formed. 

Research methods. The mathematical model of heat exchange process-
es in cable sinking is based on the equation of thermal conductivity, which 
describes the temperature distribution inside cable sinking [2]: 

௣ܥߩ
߲ܶ
ݐ߲

ൌ ߣሾݒ݅݀ ∙ ሺܶሻሿ݀ܽݎ݃ ൅  ,௏ݍ
where: T – temperature, °C; t – time, sec; ρ– density, kg/m3; Сp – heat 

capacity, J/(kg °C); λ – coefficient of thermal conductivity, W/(m °C); qv – 
internal sources or sinks of heat, W/m3. 

The main mechanisms of heat transfer at the boundary of the cable pene-
tration are radiant and convective heat exchange, and the value of the heat 
flux can be written as their sum in the form: 

ݍ ൌ ሺܶߙ	 െ ௦ܶ௥ሻ ൅ ሺܶସߪ௣௥ߝ െ ௦ܶ௥
ସ ሻ, 

where: q– heat flow from the external environment to the body, W/m2; 
α– heat transfer coefficient, W/(m2 °C); Tsr – the ambient temperature, °C; 
εpr – the reduced degree of blackness of the system; σ ≈ 5,67·10-8 W/(m2K4) 
is the Stefan-Boltzmann constant [3]. 

The temperature of the medium in the Tп fire chamber is set by the 
standard temperature regime of fire tests at the initial temperature of the 
medium T0 [1]. From the side of the firing chamber (index 1), the heat flow 
q1st to the wall of the cable penetration (index st) and the flow to the cable 
(index k) depend on temperature and time and are described by dependen-
cies: 

,ଵ௦௧ሺܶݍ ሻݐ ൌ ଵстሺߙ	 ଵܶ௦௧ െ ௡ܶሻ ൅ ሺߪ௣௥ଵ௦௧ߝ ଵܶ௦௧
ସ െ ௡ܶ

ସሻ, 
,ଵ௞ሺܶݍ ሻݐ ൌ ଵ௞ሺߙ ଵܶ௞ െ ௡ܶሻ ൅ ሺߪ௣௥ଵ௞ߝ ଵܶ௞

ସ െ ௡ܶ
ସሻ. 

From the outside of the unheated side of the cable passage (index 2), 
cooling occurs due to natural convection and heat release by radiation. Heat 
flows on the wall q2st and cable q2k: 

,ଶ௦௧ሺܶݍ ሻݐ ൌ ଶ௦௧ሺߙ ଶܶୱ୲ െ ଴ܶሻ ൅ ൫ߪ௣௥ଶ௦௧ߝ ଶܶୱ୲
ସ െ ଴ܶ

ସ൯; 
,ଶ௞ሺܶݍ ሻݐ ൌ ଶ௞ሺߙ ଶܶ୩ െ ଴ܶሻ ൅ ൫ߪ௣௥ଶ௞ߝ ଶܶ୩

ସ െ ଴ܶ
ସ൯	. 

The relationship between heat flow and temperature is described by 
Fourier's law. The initial conditions determine the state of the system at the 
initial time: ܶ	 ൌ 	 ଴ܶ . 

For the numerical implementation of the proposed mathematical model, 
the Salome-Meca software package [4] was used, which is based on the 
finite element method. 

Results. Heat exchange processes were modeled in the three most com-
mon cable penetrations with dimensions of 0,25x0,25x0,3 m. The design of 
cable penetration number 1 consisted of plates of nonflammable mineral 



Всероссийская конференция по математике и механике. 2–5 октября, 2023 г., г. Томск 

 
151 

 

wool with a thickness of 0,1 m from both ends with a cable located in the 
central part and an air gap inside the penetration of 0,1 m. Cable penetration 
number 2 differed from number 1 by filling the inner space with silicone 
fire foam. In cable passage number 3, the entire interior space was filled 
with fire-fighting foam based on polyurethane foam. 

The results of computer simulation showed that the cable is the main el-
ement involved in heat transfer from the area of the fire chamber. Filling the 
internal space with fire-fighting foam in cable penetrations number 2 and 
number 3 contributes to conductive heat exchange. Heat propagation occurs 
along the copper core of the cable, followed by heating of the insulation 
material and the shell. The results of the calculations showed that the most 
dangerous in terms of cable heating and fire resistance of the structure is the 
cable penetration of the 3rd type. The temperature values on the unheated 
surface of the penetration exceeded the critical temperature of 145 °C at the 
72nd minute of the thermal effect of the fire. 

Conclusion. The regularities of heat exchange in cable penetrations un-
der the thermal effect of fire, depending on the characteristics of cable pene-
trations, are investigated. It is shown that the most dangerous in terms of 
heating the cable and reducing the fire resistance of the structure is the cable 
penetration of the 3rd type with filling the entire interior space with fire 
foam. 
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УДК 536.49: 544.3 

МОДЕЛИРОВАНИЕ СИНТЕЗА КОМПОЗИЦИОННОГО  
МАТЕРИАЛА МЕТОДАМИ ЭЛЕКТРОННО-ЛУЧЕВОЙ  

И ЛАЗЕРНОЙ НАПЛАВКИ 
 

Ю.А. Чумаков 
 

Федеральное государственное бюджетное учреждение науки Институт 
физики прочности и материаловедения Сибирского отделения  

Российской академии наук,  
Россия, г. Томск, пр. Академический, 2/4, 634055 

E-mail: chya@ispms.ru 
 

Аннотация. В настоящей работе представлены результаты модели-
рование процесса синтеза покрытия системы Ti-Al на подложке при 
условии управления подвижным тепловым источником. Для описания 
процесса синтеза используется два подхода. Первый подход заключа-
ется в описании последовательности реакции на основе формальной 
кинетики (макрокинетики). Во втором подходе для описания меха-
низма фазообразования используется двухуровневая модель, которая 
состоит из двух частей: на макроуровне – решается тепловая задача, 
на мезоуровне решается задача в квазистационарном приближении и 
находится состав в каждой точке образца. Показано, что рассчи-
танные при использовании различных подходов среднеинтегральные 
концентрации фаз имеют близкие значения. 
Ключевые слова. Синтез композитов, многоуровневое моделирование, 
Ti-Al 
 

SIMULATION OF THE COMPOSITE SYNTHESIS  
BY ELECTRON-BEAM AND LASER CLADDING 

 
Yu.A. Chumakov 

 
Institution of Science Institute of Strength Physics and Materials Science, 
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Abstract. This paper presents the results of modeling the synthesis process 
of a coating of the Ti-Al system on a substrate under the condition of con-
trolling a moving heat source. Two approaches are used to describe the 
synthesis process. The first approach is to describe the reaction scheme 
based on formal kinetics (macrokinetics). In the second approach, to de-
scribe the mechanism of phase formation, a two-level model is used, which 
consists of two parts: at the macrolevel, the thermal problem is solved; at 
the mesolevel, the problem is solved in a quasi-stationary approximation 
and the composition is found at each point of the sample. It is shown that 
the mean integral concentrations of phases calculated using different ap-
proaches have close values. 
Keywords. Composite synthesis, multilevel modeling, Ti-Al. 

 
Введение. В современных технологиях синтеза новых материалов 

довольно остро стоит проблема расширения спектра используемых 
композиций и прогнозирования состава, структуры и свойств продук-
тов синтеза. Для решения этих проблем активно привлекают матема-
тическое моделирование с использованием, как коммерческих про-
грамм, так и специально разрабатываемых довольно детальных моде-
лей. Среди них большую роль играют мультифизическое моделирова-
ние и многоуровневые модели.  

В настоящей работе, на примере системы Ti-Al, рассматриваются 
два различных подхода для моделирования процесса синтеза компози-
ционного покрытия. 

Постановка задачи. В простейшем случае образца в форме тонкой 
двухслойной пластины распределением температуры по толщине пла-
стины пренебрегаем, считая ее «термически тонкой» и учитывая, что 
ее толщина много меньше ее длины и ширины; химическим взаимо-
действием покрытия и подложки также пренебрегаем. Принимаем, что 
внешний источник тепла однородно распределен вдоль одной из коор-
динатных осей на плоскости и движется с заданной скоростью Vx 
вдоль другой оси в этой же плоскости. Тогда тепловая часть задачи 
сводится к одномерному уравнению теплопроводности 
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эквивалентная объемная теплоемкость; λA, λB – коэффициенты тепло-
проводности; сA, A, сB, B – теплоемкости и плотности подложки (А) и 
покрытия (В); hA, hB – толщины слоев; Wext  – внешний источник теп-
ла; функция H(T) описывает потери тепла конвекцией и излучением 

     eeffe TTTTTH   44 ; 
αeff – коэффициент теплоотдачи;  – постоянная Стефана-Больцмана; 
– показатель черноты; Te – температура окружающей среды, 
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реакций. 
Внешний источник тепла задан следующей функцией: 

     ),(exp, 22
0 axxext TatVxqtxW   

где q0- максимальная плотность мощности теплового источника; ax - 
эффективный радиус электронного или лазерного луча, Vx - скорость 
его движения вдоль оси Ox, ),( aT  - функция, характеризующая вид 
источника. 

Для описания плавления вводим минимальную и максимальную 
температуры плавления TS и TL. В этом интервале доля жидкой фазы 
L изменяется по некоторому закону. 
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Плавление тепла учитывается через изменения эффективной тепло-
емкости. На торцах пластины источник и стоки тепла отсутствуют. В 
начальный момент времени имеем: T=T0  

Результаты. Распределение температуры по координате в разные 
моменты времени для модели с химическими превращениями 
показано на рис.1. Видим, что при использовании любого подхода для 
выбранного набора параметров имеет место выход на 
квазистационарный режим, которому соответствует некоторое 
квазистационарное значение температуры. Перегиб на кривых связан с 
началом плавления. Величины среднеинтергральных концентраций (по 
всей длине образца конечных размеров) различаются. Это связано как 
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с неточными данными по формально кинетическим параметрам, так и 
с неопределенностью коэффициентов диффузии. 

 

   
 

Рис. 1. Температура и суммарная концентрация фаз. q0=1500 
Вт/см2 

1. t=2 c; 2. t=4 c; 3. t=6 c; 4. t=8 c. Пунктирные линии – формально-
кинетический подход; сплошные линии – двухуровневая модель 

 
Заключение. В работе на примере системы Ti-Al осуществлено 

сравнение двух подходов к описанию кинетики превращения. Показа-
но, что формально-кинетический подход и двухуровневый подход с 
введением представления о реакционных ячейках эквивалентны. По-
строение двухуровневой модели сопряжено с увеличением размерно-
сти задачи. На настоящий момент более корректным представляется 
формально-кинетический подход. 

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного 
фонда No 22-11-00100, https://rscf.ru/project/22-11-00100/. 
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Секция 3 
Геометрия и топология 
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EUCLIDEAN VOLUMES OF A CONE MANIFOLDS 
ARE ALGEBRAIC NUMBERS  

N. Abrosimov 

Sobolev Institute of Mathematics,  
pr. Koptyuga, 4, 630090, Novosibirsk, Russia 

E-mail: abrosimov@math.nsc.ru 

Abstract. The talk is based on our joint work with Alexander Kolpakov 
(University of Neuchâtel) and Alexander Mednykh (Sobolev Institute of 
Mathematics). The hyperbolic structure on a 3-dimensional cone-manifold 
with a knot as singularity can often be deformed into a limiting Euclidean 
structure. In the present work [1] we show that the respective normalised 
Euclidean volume is always an algebraic number, which is reminiscent of 
Sabitov's theorem (the Bellows Conjecture). This fact also stands in con-
trast to hyperbolic volumes whose number-theoretic nature is usually quite 
complicated.  
Keywords. 3-dimensional cone-manifold, hyperbolic structure, normalised 
Euclidean volume, A-polynomial, Riley polynomial 

The main result of our work is as follows. 

Theorem 1. Let Cα = Cα(M, K) be a cone–manifold with underlying 
3-manifold M and singular set a knot K with cone angle α. Assume that fun-
damental group π1(M \ K) has a holonomy representation in SL2(C), and 
Cα admits a hyperbolic structure for α ∈ (α0 − ε, α0) that degenerates into a 
Euclidean structure as α → α0. Then the normalised Euclidean volume of 
Cα0 is an algebraic number.  

The A-polynomial of a knot was introduced in [2] and has become a 
powerful knot invariant. It encodes not only topological but also geometric 
information about the knot complement, especially in the case of hyperbolic 
knots. The notion of A-polynomial can be generalised to the case of hyper-
bolic manifolds with a single cusp [3, 2]. 

In the proof of the main result we use a modified version of the A-
polynomial, while the standard one was introduced by Cooper, Culler, 
Gillet, Long, and Shalen in [2]. Our version contributes the real length of 
the singular geodesic instead of the complex one, and will be called the Ri-
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ley polynomial. It appears very suitable for computational purposes. We 
also provide a pseudocode that computes the minimal polynomial of the 
normalised volume vol Cα0

. This code can be used in any computer algebra
system capable of computing resultants and factorising multivariable poly-
nomials, such as SageMath or Mathematica. 

The other concept that we deal with, namely degeneration and regenera-
tion of hyperbolic cone-manifold structures, has been studied in many 
works over the years. In this regard, we refer to the results of Boileau, Leeb, 
and Porti [4, 5, 6]. 

We shall assume that K is a hyperbolic knot (i.e. C0 = C0(M, K) = M \ K has 
a complete hyperbolic metric of finite volume) and that a hyperbolic struc-
ture on the cone-manifold Cα exists for any α ∈ (α0−ε, α0), where α0 > ε > 0, 
and degenerates (up to rescaling) into a Euclidean structure as α → α0.  

On the other hand, given a Euclidean cone manifold Cα0
, a hyperbolic or

spherical structure can often be “regenerated”: namely, it will be hyperbolic 
for α ∈ (α0 − ε, α0) and spherical for α ∈ (α0, α0 + ε). Such cone manifolds 
exist under some weak cohomological assumptions [6]. 

Since Cα converges in the Gromov–Hausdorff metric (after an appropriate 
rescaling) to a Euclidean cone-manifold Cα0

, one can define the associated

normalised Euclidean volume as ݈݋ݒ	ܥα଴ ൌ limα→αబష
௏௢௟	஼α
௟α
య , where lα = lα(M, 

K) is the length of the singular geodesic of Cα = Cα(M, K). From here on
“vol” denotes the normalised Euclidean volume in contrast to “Vol” that 
refers to the standard hyperbolic one. Such a construction for the normalised 
Euclidean volume appears in [6]. 

The hyperbolic volume of Cα is an important quantity: due to the Mostow–
Prasad–Kojima rigidity, the volume of C0 is a topological invariant when-
ever it admits a complete hyperbolic metric (of finite volume) [7]. There is 
also a large number of results concerning rigidity of cone–manifolds in the 
hyperbolic and other geometries [8].  

Concerning the normalised Euclidean volume the following results are 
known. Local rigidity of hyperbolic cone manifolds was proven in [9] for 
the case of knot and link cone manifolds and in [8, 10] for the general case 
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of 3-dimensional cone manifolds with cone angles less or equal to π. Global 
rigidity also takes place under some additional conditions. Namely, it was 
shown in [11] that if (M, K) is not a Seifert pair then both hyperbolic and 
spherical structures can be “regenerated” from the Euclidean one and global 
rigidity follows from Gromov–Prasad–Kojima theorem. In this case, the 
normalised Euclidean volume can be considered as a topological invariant 
of the knot type of K in M. 

The number-theoretic nature of hyperbolic volume is usually highly intri-
cate (see, e.g., [12]). The main result of our work with A. Kolpakov and 
A. Mednykh [1] is that the normalised Euclidean volume is an algebraic 
number. In many cases we give a method to compute its minimal polynomi-
al. 

Funding: The work was supported by the state contract of Sobolev In-
stitute of Mathematics (project no. FWNF-2022-0005). 
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О ВЗАИМНЫХ РАСПОЛОЖЕНИЯХ 
 ПАРЫ М-КОНИК И М-КУБИКИ 

В.А. Горская 
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Россия, г. Нижний Новгород, ул. Большая Печерская, 25/12, 603155 
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Аннотация. Рассматривается задача изотопической классификации 
плоских вещественных алгебраических кривых степени 7, распадаю-
щихся на две неособые кривые степени 2 (коники) и неособую кривую 
степени 3 (кубику) при условиях максимальности и общего положения. 
Ключевые слова: плоская вещественная распадающаяся алгебраиче-
ская кривая, изотопическая классификация 

ON THE MUTUAL ARRANGEMENTS  
OF A PAIR OF M-CONICS AND M-CUBIC 

V.A. Gorskaya 

Abstract. The problem of isotopic classification of plane real algebraic 
curves of degree 7 decomposing into a cubic and a pair of conics under 
maximality and general position conditions is considered. 
Keywords: plane real decomposable algebraic curve, isotopic classifica-
tion. 

Задача о топологии плоских вещественных алгебраических кривых 
была включена Д. Гильбертом в первую часть его 16-й проблемы. К 
этой тематике естественным образом примыкает задача о топологии 
распадающихся кривых, систематическое изучение которой началось с 
классификации распадающихся кривых степени 6 в [1]. Достаточно 
длинный список работ по этой тематике разных авторов приведен в 
списке литературы в [2].  В настоящей работе продолжается исследо-
вание вещественных алгебраических кривых, распадающихся в произ-
ведение двух неособых кривых степени 2 и неособой кривой степени 
3, начатое в работах [3−4]. 

Итак, задача состоит в изотопической классификации расположе-
ний в вещественной проективной плоскости Թܲଶ кривых вида 
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Թܥଶ⋃Թܥሚଶ⋃Թܥሚଷ1 при следующих условиях максимальности и общего 
положения: 

(i) ܥଶ,ܥሚଶ	и ܥଷ	являются М-кривыми2; 
(ii) каждые две из указанных в (i) кривых пересекаются без касания 

в максимально возможном (по теореме Безу) числе вещественных то-
чек: #(Թܥଷ ∩ Թܥଶሻ = #(Թܥଷ ∩ Թܥሚଶሻ = 6, #(Թܥଶ ∩Թܥሚଶሻ = 4; 

(iii) Թܥଷ ∩ Թܥଶ ∩	Թܥሚଶ ൌ 	∅, т. е. ни через какую точку не проходят 
все три кривые-сомножители; 

(iv) все точки пересечения кубики с кониками лежат на нечётной 
ветви кубики; 

К этим предположениям добавляется условие комбинаторного ха-
рактера 

(v) все шесть общих точек нечётной ветви кубики с одной из коник  
-ሚଶ лежат на одной из четырёх дуг, на которые эта коника деܥ	и	ଶܥ
лится точками пересечения со второй коникой, причём эта дуга 
внешняя, т. е. лежит вне второй коники; для другой коники шесть 
общих точек с нечётной ветвью кубики лежат на её двух внешних 
дугах3. 

Результат проведённого исследования – следующая 
Теорема. Расположения кривых вида Թܥଶ⋃Թܥሚଶ⋃Թܥሚଷ удовлетво-

ряющие условиям (i) – (v), отличные от показанных на    рис. 1 и 2, не 
могут быть реализованы как схемы кривых степени 7. Из этих два-
дцати двух расположений десять (рис. 14) реализованы распадающи-
мися кривыми степени 7, а вопрос о реализуемости двенадцати ос-
тавшихся5 открыт. 

1   Здесь и ниже используются общепринятые в теории плоских алгебраических кривых 
понятия и обозначения. Так, через Թܥ௠	обозначается множество вещественных точек 
вещественной алгебраической кривой ܥ௠	 степени m, а само это множество, рассмат-
риваемое с точностью до изотопии в Թܲଶ, называется вещественной схемой кривой 
 	௠ܥ

2   Т. е. вещественная схема каждой из кривых ܥଶ	и	ܥሚଶ представляет собой овал (окруж-
ность, вложенную в Թܲଶ двусторонне), а вещественная схема кривой  ܥଷ состоит из 
двух компонент связности, одна из которых – овал, а вторая – нечётная ветвь (окруж-
ность, вложенная в Թܲଶ односторонне). 

3   В [3], [4] рассматривались другие условия комбинаторного характера. 
4   Здесь и ниже на рисунках в качестве модели вещественной проективной плоскости 

используется круг, диаметрально противоположные точки граничной окружности ко-
торого, изображаемой пунктиром, считаются отождествлёнными.

5   Рисунки данных расположений здесь не приводятся ввиду недостатка места. 



Всероссийская конференция по математике и механике. 2–5 октября, 2023 г., г. Томск 

164 

Рис.1. Реализованные схемы 
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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ВЗАИМНЫХ РАСПОЛОЖЕНИЙ  
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Аннотация. Рассматривается задача топологической классификации 
взаимных расположений в вещественной проективной плоскости двух 
M-кривых степени 4. На изучаемые расположения наложены условие 
максимальности (овал одной из этих кривых имеет 16 попарно раз-
личных общих точек с овалом другой из них) и условие комбинаторно-
го характера, выделяющее специальный тип таких расположений. 
Перечислены попарно различные топологические модели расположе-
ний этого типа, удовлетворяющие известным фактам о топологии 
неособых кривых и топологическим следствиям теоремы Безу. Таких 
моделей оказалось 700. Доказано, что 693 модели не могут быть реа-
лизованы кривыми степени 8, остальные 7 моделей удалось постро-
ить. Доказательства нереализуемости проводятся методом Оревко-
ва, основанным на применении теории кос и зацеплений. 
Ключевые слова. Плоские вещественные алгебраические кривые, рас-
падающиеся кривые, метод Оревкова. 

Введение. Данная работа посвящена изучению взаимных располо-
жений в вещественной проективной плоскости Թܲଶ двух  
M-кривых степени 4, находящихся в общем положении, и является 
продолжением исследований [1], [2]. 

Постановка задачи. Задача топологической классификации неосо-
бых плоских вещественных алгебраических кривых сформулирована в 
первой части 16-й проблемы Гильберта [3]. На данный момент извест-
на классификация неособых кривых до седьмой степени включитель-
но. 

В данной работе исследуется взаимное расположение в веществен-
ной проективной плоскости двух кривых степени 4 такое, что: 1) эти 
две кривые являются M-кривыми; 2) все точки пересечения этих кри-
вых лежат на одном овале одной кривой и на одном овале другой кри-
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вой; 3) точек пересечения максимальное число, т. е. 4 ∙ 4 ൌ 16; 4) точ-
ки пересечения попарно различны. 

Пусть овал O целиком лежит в аффинной. Рассмотрим незамкну-
тую дугу без самопересечений, тоже целиком лежащую в аффинной 
плоскости и пересекающую овал O в восьми попарно различных точ-
ках При достаточно малом ߝ граница -окрестности этой дуги представ-
ляет собой другой овал, который пересекает исходный овал O в 16 по-
парно различных точках. Этот второй овал будем называть змеёй, а 
такое взаимное расположение двух овалов будем называть пересече-
нием ветвей типа «змея, обвивающаяся вокруг овала». 

Пусть в вещественной проективной плоскости Թܲଶ имеем пересе-
чение двух овалов типа «змея, обвивающаяся вокруг овала» такое, что 
один (а, значит, и второй) конец образующей дуги лежит в овале O. 
Отвечающую такой дуге змею назовём «змеёй с концом внутри ова-
ла». 

В данной работе будем исследовать «змеи с концом внутри овала». 
Поскольку моделей кривых, подлежащих исследованию, очень много, 
выделим подкласс, содержащий 700 попарно различных топологиче-
ских моделей, удовлетворяющих известным фактам о топологии не-
особых кривых и топологическим следствиям теоремы Безу. 

Цель нашего исследования – найти изотопическую классификацию 
проективных кривых степени 8, удовлетворяющих условиям 1–4, 
имеющих пересечение овалов имеет тип «змея с концом внутри овала» 
и принадлежащее выделенному подклассу. 

Результаты. Существуют только 7 изотопических типов кривых 
степени 8 типа «змея с концом внутри овала», принадлежащих выде-
ленному подклассу, показанные на рис. 1–7. 

Запреты доказываются с помощью теоремы Безу и метода Оревко-
ва [4], основанного на теории кос и зацеплений. Построения осуществ-
лены методом малого параметра. 

Заключение. Получена полная классификация кривых степени 8 
рассматриваемого класса. 
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Рис. 1 Рис. 2 Рис. 3 Рис. 4 

Рис. 5 Рис. 6 Рис. 7 
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Abstract. We consider the problem of topological classification of mutual 
dispositions in the real projective plane of two M-curves of degree 4. We 
study arrangements which are subject to the maximality condition (the oval 
of one of these curves has 16 pairwise different common points with the 
oval of the other of them) and some combinatorial condition to select a spe-
cial type of such arrangements. Pairwise different topological models of 
arrangements of this type are listed, which satisfy the known facts about the 
topology of nonsingular curves and the topological consequences of 
Bezout's theorem. There are 700 such models. It is proved that 693 models 
cannot be realized by curves of degree 8, the remaining 7 models were 
built. Proofs of non-realizability are carried out by Orevkov's method based 
on the theory of braids and links. 

Introduction. This paper is devoted to the study of mutual arrangements 
in the real projective plane Թܲଶ of two M-curves of degree 4 in general 
position and is a continuation of studies [1], [2]. 

The problem of topological classification of non-singular plane real al-
gebraic curves is formulated in the first part of Hilbert's 16th problem [3]. 
At present, the classification of non-singular curves up to the seventh degree 
inclusive is known. 

In this paper, we study the mutual arrangement of two curves of degree 
4 in the real projective plane under certain conditions of maximality and 
general position. Namely, it is assumed that 

1. These two curves are M-curves.
2. All points of intersection of these curves lie on one oval of one curve

and on one oval of another curve. 
3. Intersection points are the maximum number, i.e. 4·4=16.
4. The points of intersection are pairwise distinct.
Let the oval O lie entirely in the affine plane (we can always achieve 

this for an oval of an M-curve of degree 4, choosing as one of the coordinate 
axes in the projective plane a slightly shifted double tangent to this curve). 
Consider an unclosed arc without self-intersections, which also lies entirely 
in the affine plane and intersects the oval O at eight distinguished points. 
Let's call this arc the generating arc. For a sufficiently small ߝ, the bounda-
ry of the ߝ-neighborhood of this arc is another oval that intersects the origi-
nal oval O at 16 distinguished points. We call this second oval the snake, 
and such a mutual arrangement of two ovals the intersection of branches 
“the snake coiling around the oval” type. 

Let in the real projective plane Թܲଶ we have an intersection of two ovals 
of the type "a snake wrapped around an oval" such that one (and, therefore, 
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the second) end of the generating arc lies in the oval O. We call the snake 
corresponding to such an arc a "snake with an end inside the oval". 

In this paper, we will investigate "snakes with an end inside the oval". 
Since there are a lot of models of curves to be investigated, we single 

out a subclass containing 700 pairwise different topological models that 
satisfy the known facts about the topology of non-singular curves and the 
topological consequences of Bezout's theorem. 

The aim of our study is to find an isotopy classification of projective 
curves of degree 8 satisfying conditions 1–4, having an intersection of ovals 
of the “snake with an end inside the oval” type and belonging to a distin-
guished subclass. 

Research methods. The prohibitions are proved using Bezout's theorem 
and Orevkov's method [4], based on the theory of braids and links. The con-
structions were carried out by the small parameter method. 

Results. There are only 7 isotopic types of curves of degree 8 of the 
"snake with an end inside the oval" type, belonging to the selected subclass, 
shown in Fig. 1–7. 

Conclusion. A complete classification of curves of degree 8 of the class 
under consideration is obtained. 

Рис. 1 Рис. 2 Рис. 3 Рис. 4 

Рис. 5 Рис. 6 Рис. 7 
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Аннотация. Исследуется Roelcke-предкомпактность групп авто-
морфизмов однородных лексикографически упорядоченных произведе-
ний линейно упорядоченных множеств. Приведены критерии Roelcke-
предкомпактности группы автоморфизмов таких множеств.  
Ключевые слова. Roelcke-предкомпактность, лексикографически упо-
рядоченное произведение множеств, группа автоморфизмов, 2-
однородное множество, о-примитивная группа, o-2-транзитивная 
группа, жесткое множество, однозначно транзитивная группа.  

Введение. В докладе представлены некоторые результаты исследо-
ваний Roelcke-предкомпактности групп автоморфизмов однородных 
лексикографически упорядоченных произведений линейно упорядо-
ченных множеств. Это свойство групп существенно зависит от свойств 
множеств-сомножителей и, соответственно, Roelcke-предком-
пактности групп их автоморфизмов и заданных на группах топологий. 
Найдены критерии Roelcke-предкомпактности группы автоморфизмов 
однородных лексикографически упорядоченных произведений. Уста-
новлена эквивалентность Roelcke-предкомпактности группы автомор-
физмов лексикографически упорядоченного произведения и Roelcke-
предкомпактности групп обоих его сомножителей. Установлено, что 
группы автоморфизмов однородного лексикографически упорядочен-
ного произведения не Roelcke-предкомпактна, если хотя бы один из 
сомножителей является жестким множеством. Установлена Roelcke-
предкомпактность лексикографически упорядоченного квадрата в то-
пологии поточечной сходимости. 

Приняты следующие обозначения: ݐݑܣሺܺሻ — группа автоморфиз-
мов множества ܺ, ⊙ — операция лексикографического умножения, ◊ 
— конкатенация линейно упорядоченных множеств, ߬డ — перестано-
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вочная топология, ߬௣ — топология поточечной сходимости, Ժ, ℚ, Ρ,
Թ — множества целых, рациональных, иррациональных и действи-
тельных чисел соответственно. 

В исследовании использованы некоторые основные свойства 
Roelcke-предкомпактности из [1]. 

Лемма 1. (1) Всюду плотная подгруппа Roelcke-предкомпактной 
группы Roelcke-предкомпактна. 

(2) Открытая подгруппа Roelcke-предкомпактной группы Roelcke-
предкомпактна. 

(3) Непрерывный гомоморфный образ Roelcke-предкомпактной 
группы Roelcke-предкомпактная группа. 

(4) Если нормальная подгруппа ܪ и факторгруппа ܪ/ܩ группы ܩ 
Roelcke-предкомпактны, то группа ܩ Roelcke-предкомпактна.  

(5) Предел обратного спектра из Roelcke-предкомпактных групп и 
гомоморфизмов Roelcke-предкомпактен. 

(6) Произведение топологических групп Roelcke-предкомпактно в 
том и только в том случае, если сомножители — Roelcke-
предкомпактные группы. 

Определения. (1) Лексикографическое произведение линейно упо-
рядоченных множеств — это декартово произведение сомножителей, 
на котором задан линейный лексикографический порядок. 

(2) Промежуток ܬ однородного линейно упорядоченного множества 
ܺ называется регулярным [2, Определение 5], если для всех ݔ, ݕ ∈  ,ܬ
для всех ݃ ∈ ,ሺܺሻݐݑܣ ݔ݃ ∈ ܬ ⇒ ݕ݃ ∈  .ܬ

(3) Однородное линейно упорядоченное множество ܺ называется 
простым [2, Определение 6], если в ܺ нет собственных регулярных 
промежутков (несобственные — или точки, или все ܺ). Группа ݐݑܣ	ܺ в 
этом случае называется o-примитивной [3]. 

(4) Линейно упорядоченное множество ܺ называется 2-
однородным, если для любых пар точек ݔ ൏ ′ݔ и ݕ ൏  существует ′ݕ
݃ ∈ ሻݔሺܺሻ такой, что ݃ሺݐݑܣ ൌ ሻݕሺ݃ ,′ݔ ൌ  ሺܺሻ в этомݐݑܣ Группа .′ݕ
случае называется o-2-транзитивной [3]. 2-однородное линейно упо-
рядоченное множество плотное.  

(5) Однородное линейно упорядоченное множество ܺ	называется 
жестким (rigid) [4], если для всех ݔ, ݕ ∈ ܺ существует единственный 
݃ ∈ ሻݔሺܺሻ такой, что ݃ሺݐݑܣ ൌ -ሺܺሻ в этом случае называݐݑܣ Группа .ݕ
ется регулярной или однозначно транзитивной [3]. 

Регулярный промежуток ܬ — однородное линейно упорядоченное 
множество и группа ݐݑܣሺܬሻ (любой автоморфизм ܬ продолжается до 
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автоморфизма ܺ, совпадающего с тождественным отображением на 
 .ܬ называется характеристической группой (ܬ\ܺ

Следствие 2. Пусть ܬ — регулярный промежуток однородного ли-
нейно упорядоченного множества ܺ и ሺݐݑܣሺܺሻ, ߬௣ሻ (соответственно 
ሺݐݑܣሺܺሻ, ߬డሻ) Roelcke-предкомпактна, тогда группа ሺݐݑܣሺܬሻ, ߬௣ሻ (соот-
ветственно ሺݐݑܣሺܬሻ, ߬డሻ) Roelcke-предкомпактна. 

Автоморфизмы ܺ отображают регулярные интервалы на регуляр-
ные интервалы [2, п. (4.3)]. Если ܬ регулярный промежуток однородно-
го линейно упорядоченного множества ܺ, то фактормножество ܺ/ܬ 
является однородным линейно упорядоченным множеством [2, п. (4.3), 
Теорема 7]. Поэтому теорему о группе автоморфизмов лексикографи-
чески упорядоченного произведения [6, Теорема 8] переформулируем 
следующим образом.  

Теорема 3 [6]. Пусть ܬ регулярный промежуток однородного ли-
нейно упорядоченного множества ܺ. Тогда 

ሺܺሻݐݑܣ (1) ≅ ሻ௑/௃ܬሺݐݑܣ ⋉  .ሻܬ/ሺܺݐݑܣ
(2) ሺݐݑܣሺܺሻ, ߬௣ሻ ≅ ሺݐݑܣሺܬሻ, ߬௣ሻ௑/௃ ⋉ ሺݐݑܣሺܺ/ܬሻ, ߬డሻ. 
(3) ሺݐݑܣሺܺሻ, ߬డሻ ≅ ሺݐݑܣሺܬሻ, ߬డሻ௑/௃ ⋉ ሺݐݑܣሺܺ/ܬሻ, ߬డሻ. 

(4) ሺݐݑܣሺܺሻ, ߬௣ሻ/ሺݐݑܣሺܬሻ, ߬௣ሻ௑/௃ ൌ 	 ሺݐݑܣሺܺሻ, ߬డሻ/ሺݐݑܣሺܬሻ, ߬డሻ௑/௃ ൌ
ሺݐݑܣሺܬሻ, ߬డሻ 

Из Леммы 1, Следствия 2 и Теоремы 3 имеем 
Теорема 4. Пусть ܺ однородное линейно упорядоченное множест-

во, не являющееся простым. Следующие условия эквивалентны: 
(1) топологическая группа ሺݐݑܣሺܺሻ, ߬௣ሻ (также ሺݐݑܣሺܺሻ, ߬డሻ) 

Roelcke-предкомпактна; 
(2) для любого регулярного промежутка ܬ топологические группы 

൫ݐݑܣሺܬሻ, ߬௣൯ (также ሺݐݑܣሺܺሻ, ߬డሻ) и ሺݐݑܣሺܺ/ܬሻ, ߬డሻ Roelcke-
предкомпактны; 

(3) существует регулярный промежуток ܬ такой, что топологиче-
ские группы ൫ݐݑܣ	ሺܬሻ, ߬௣൯ (также ሺݐݑܣ	ሺܺሻ, ߬డሻ) и ሺݐݑܣሺܺ/ܬሻ, ߬డሻ 
Roelcke-предкомпактны. 

Пример. (1) Группа автоморфизмов лексикографически упорядо-
ченного произведения двух множеств с 2-однородными сомножителя-
ми Roelcke-предкомпактна в топологии ߬௣.  

В частности, группы автоморфизмов множеств вида ଵܺ ⊙ ܺଶ, где 
ଵܺ, ܺଶ ∈ ሼℚ, Ρ, Թ, ,ܮ  :෨ሽ, Roelcke-предкомпактны в топологии ߬௣, гдеܮ
ࣦ ൌ ሾ0,߱ଵሻ ⊙ ሾ0,1ሻ — длинный луч, ࣦି — длинный луч ࣦ с обратным 
линейным упорядочением, ܮ ൌ ࣦ\ሼሺ0,0ሻሽ, ିܮ ൌ ࣦି\ሼሺ0,0ሻሽ и ܮ෨ ൌ ିܮ ◊
ሼ0ሽ ◊  .ܮ
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Группа автоморфизмов лексикографически упорядоченного квад-
рата [6, Следствие 5] Roelcke-предкомпактна в топологии ߬௣.  

(2) Группы автоморфизмов лексикографически упорядоченных 
произведений двух множеств, одно из которых жесткое линейно упо-
рядоченное множество, могут быть Roelcke-предкомпактны в тополо-
гии ߬௣, а значит, и в топологии ߬డ: Ժ⊙ℚ (изоморфное ℚ) и Ժ⊙ Ρ 
(изоморфное Ρ), а могут быть не Roelcke-предкомпактны в топологии 
߬௣, а значит, и в топологии ߬డ: Ժ⊙Թ, Ժ⊙ Ժ. 

Группа автоморфизмов однородного дискретного множества 
[5, Определение 4] не Roelcke-предкомпактна в топологиях ߬௣ и ߬డ. 

Теорема 5. Пусть в однородном линейно упорядоченном множест-
ве ܺ, не являющемся простым, нет простых собственных регулярных 
промежутков. Тогда ሺݐݑܣሺܺሻ, ߬௣ሻ Roelcke-предкомпактна в том и толь-
ко в том случае, если группы автоморфизмов ሺݐݑܣሺܺ/ܬሻ, ߬డሻ факторм-
ножеств ܺ/ܬ Roelcke-предкомпактны, где ܬ — регулярные промежут-
ки. 

Вопросы 
(1)  Являются ли Roelcke-предкомпактными группы ሺݐݑܣሺܺሻ, ߬డሻ, 

где ܺ — однородное лексикографически упорядоченное произведение 
линейно упорядоченных множеств? 

(2)  Эквивалентны ли Roelcke-предкомпактность группы 
ሺݐݑܣሺܺሻ, ߬డሻ и Roelcke-предкомпактность группы ሺݐݑܣሺܺሻ, ߬௣ሻ, где 
ܺ — однородное лексикографически упорядоченное произведение 
линейно упорядоченных множеств? 
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Секция 4 
Вещественный, комплексный  
и функциональный анализ 
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CЕМЕЙСТВО ОТОБРАЖЕНИЙ ВЕРХНЕЙ ПОЛУПЛОСКОСТИ 
НА ДВУУГОЛЬНИК С РАЗРЕЗОМ ПОД НУЛЕВЫМ УГЛОМ  

К ГРАНИЦЕ 

М. Кармуши 

Томский государственный университет 
Россия, г. Томск, пр. Ленина, 36, 634050 

maherkarmoushi1996@gmail.com 

Аннотация. Построено семейство конформных отображений верх-
ней полуплоскости на двуугольник с разрезом. Записано дифференци-
альное уравнение Левнера для этого семейства.  
Ключевые слова: конформное отображение, интеграл Кристоффеля–
Шварца, уравнение Левнера. 

A FAMILY OF MAPPINGS FROM THE UPPER HALF-PLANE 
ONTO DIGON WITH A CUT AT ZERO ANGLE  

TO THE BOUNDARY 

M. Karmoushi 

Tomsk State University,  
Russia, Tomsk, Lenin str., 36, 634050 

E-mail: maherkarmoushi1996@gmail.com 

Abstract. We construed a family of conformal mappings from the upper 
half-plane onto a digon with cut adjoining the boundary at zero angle. The 
Leowner differential equation for this family is written. 
Keywords: conformal mapping, Schwarz–Christoffel integral, Loewner 
equation. 

В последнее время изучается управляющая функция в уравнении 
Левнера, генерирующая разрез в односвязной области, выходящий под 
нулевым углом к границе [1–4]. В данной работе с помощью формулы 
Кристоффеля-Шварца строится семейство конформных отображений 
верхней полуплоскости на двуугольник с разрезом переменной длин-
ны, выходящимиз вершины двуугольника под нулевым углом к одной 
из сторон двуугольника. 
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Теорема. Семейство отображений ( ),f f z t , coth t    , 
переводящее при фиксированном t верхнюю полуплоскость на много-
угольник 

,( ) { } { } :0 arg \ :Re Imt w w w w t w h     , 
можно записать в виде 

 11 ( ) ( ) 1 ( ) ( )( , ) ( ( ) ) ( )
( ( ) ( )) 1 ( ) ( )

t t b t t
f z t a t z a t z

a t b t a t b t

  
 

   
       

, 

где 

2 1
( )1,1 ; 2 ;

( ) ( )
a t z

F F
a t b t

 
 

    
, 

и b(t), λ(t), a(t) определяются по формулам 

1( ) ( ) 2 ( ( ))t a t ca t


 



 
   

 
, 

  1( ) ( ) 1 ( )b t a t ca t






    
, 

     
1

11 1( ) 1 ( ) 1 (1 ) ( 1) ( )
1

c
t ca t ca t ca t F

   
    




 

                   
 

где 
1

( 1)
h

c


 
 

   
. 

Семейство f удовлетворяет дифференциальному уравнению Лев-
нера 

0( )
( )

,  1 ( , )f z f z
z µ z

 
 

 
 

  
, 

с начальным условием 1( )f z
z

   
 

и управляющей функцией 

 ( ) ( )t     где

 
1

2 1
2

0

( 1( ) 1( ) ) 1 ( )
1

t

t a x ca t dx


 

 

 


 


 
     



 . 
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НЕПРЕРЫВНЫЕ ФУНКЦИОНАЛЫ, НЕ ИМЕЮЩИЕ  
КОНЕЧНОГО НОСИТЕЛЯ 

В.Р. Лазарев 

Национальный исследовательский Томский государственный  
университет, кафедра математического анализа и теории функций  

механико-математического факультета 
Россия, г. Томск, пр. Ленина, 36, 634050 

E-mail: lazarev@math.tsu.ru 

Аннотация. Введено понятие функционала с -конечным носителем. 
Показано, что образ первого координатного функционала при сопря-
жённом к гомеоморфизму Гулько – Хмылёвой отображении имеет -
конечный носитель. 
Ключевые слова. Пространство непрерывных функций, топология 
поточечной сходимости, функционал с -конечным носителем. 

CONTINUOUS FUNCTIONALS WITH NO FINITE SUPPORT 

V.R. Lazarev 

Abstract. The notion of the functional with a ߪ-finite support is introduced. 
It is shown that the image of the first coordinate functional under dual 
mapping of Gul’ko – Khmyleva’s homeomorphism has a ߪ-finite support.  
Keywords. Space of continuous functions, pointwise convergence topology, 
functional with a ߪ-finite support 

Пусть X – множество, ܣ ⊂ Թ௑. 
Определение 1. Функция ݂:ܣ → Թ называется функционалом с 

конечным носителем ܭ ⊂ ܺ, если выполнены два условия: 
(fs1) Для любых ߝ ൐ 0 и ߮ ∈ ߜ существует ܣ ൐ 0 такое, что из 

߰ ∈ ሻݔሺ߰| ,ܣ െ ߮ሺݔሻ| ൏ ݔ для всех ߜ ∈ следует |݂ሺ߮ሻ ܭ െ ݂ሺ߰ሻ| ൏  ;ߝ
(fs2) Существует ߝ ൐ 0 такое, что для любого ݔ ∈  и для любой ܭ

окрестности ܷ ⊂ ܺ точки x существуют ߮௫,߰௫ ∈  совпадающие вне ,ܣ
U, для которых |݂ሺ߮௫ሻ െ ݂ሺ߰௫ሻ| ൐  .ߝ

Определение 2. Функция ݂:ܣ → Թ называется функционалом с -
конечным носителем ܭ ⊂ ܺ, если существуют представления ܣ ൌ∪
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ሼܣ௡:݊ ∈ Գሽ, ܭ ൌ∪ ሼܭ௡:݊ ∈ Գሽ, где все множества ܭ௡ конечны, такие, 
что каждое сужение ݂: ௡ܣ → Թ – функционал с конечным носителем 
 .௡ܭ

Ниже рассматривается ܣ ൌ ܿ଴଴ ൈ ܿ଴଴, которое всюду плотно в 
 ܿ଴ ൈ ݏ ≅  .Գ⊕Գሻ в топологии поточечной сходимостиߙ௣ሺܥ
В [1] построен пример гомеоморфного отображения 

ܷ: Գ⊕Գሻߙ௣ሺܥ →  ,Գሻߙ௣ሺܥ
чем доказано, что компактность не сохраняется отношением t-
эквивалентности. Ниже мы предполагаем фиксированным некоторое 
разбиение множества Գ натуральных чисел на непересекающиеся бес-
конечные подмножества (см. [1], теорема 1) ଵܰ, ଶܰ, …, и считаем, что 
1 ∈ ଵܰ. В [2] установлено, что образ ܷ∗ሺ݌ଵሻ первого координатного 
функционала ݌ଵ при сопряжённом отображении ܷ∗ не имеет конечного 
носителя. То же самое справедливо и для всех функционалов 
ܷ∗ሺ݌௠ሺ௡ሻሻ, где ݉ሺ݊ሻ ൌ min ௡ܰ. Тем не менее, эти функционалы имеют -
конечные носители. Установим это для функционала ܷ∗ሺ݌ଵሻ. 

Предложение 1. ܷ∗ሺ݌ଵሻ: ܿ଴଴ ൈ ܿ଴଴ → Թ – функционал с -конечным 
носителем ܭ ൌ ሼ1ሽ⊕ ଵܰ. 

Доказательство. Для упрощения обозначений заново перенумеру-
ем элементы ଵܰ: ଵܰ ൌ ሼ1,2,… ሽ. Положим ܭ௡ ൌ ሼ1ሽ ⊕ ሼ1,… , ݊ሽ, 
௡ܧ ൌ ሼݔ ൌ ሺݔ௞ሻ௞∈Գ ∈ ܿ଴଴: ௞ݔ ൌ 0	при	݇ ൐ ݊ሽ, ܣ௡ ൌ ௡ܧ ൈ ሺܧ௡ሻ௡. Тогда 
очевидно, что ܭ ൌ ሼ1ሽ⊕ ଵܰ ൌ∪ ሼܭ௡:݊ ∈ Գሽ, ܣ ൌ ܿ଴଴ ൈ ܿ଴଴ ൌ∪
ሼܣ௡:݊ ∈ Գሽ. По определению 2, нужно показать, что ܷ∗ሺ݌ଵሻ:ܣ௡ → Թ – 
функционал с конечным носителем ܭ௡. Пусть ݊ ∈ Գ, ߝ ൐ 0, ሺݔ, ሻݕ ∈  .௡ܣ

По формуле (3.6) из [2] и по определению сопряжённого отобра-
жения имеем  

ܷ∗ሺ݌ଵሻ൫ሺݔ, ሻ൯ݕ ൌ ଵሺ݌	 ଵܷሺݔଵ, …,ଵሻݕ , ௞ܷሺݔ௞, …,௞ሻݕ ሻ. (2) 
Так как 1 ∈ ଵܰ, то правая часть в (2) равна ݌ଵሺ ଵܷሺݔଵ,  ,ଵሻሻ, то естьݕ

равна первой координате последовательности ଵܷሺݔଵ,ݕଵሻ. Из определе-
ния гомеоморфизма ଵܷ (см. конструкцию u в [1], §2) и из включения 
ଵݕ ∈ ଵݕ  ,௡ܧ ൌ ሺݕଵଵ,… , ,௡ଵݕ 0, … ,0,… ሻ, следует, что  

ଵܷሺݔଵ, ଵሻݕ ൌ ௡ାଶݑ ∘ …∘ …,ଵଵݕ,ଵሻݔ଴ሺݑଵ൫ሺݑ , ,௡ଵ,0ݕ … ,0,… ሻ൯. 
Таким образом, координаты последовательности ଵܷሺݔଵ, -ଵሻ непреݕ

рывно зависят от ݔଵ, …,ଵଵݕ , ߜ ௡ଵ. Поэтому существуетݕ ൐ 0 такое, что 
если ሺݔ′, ሻ′ݕ ∈ ଵݔ| ,௡ܣ െ |ଵ′ݔ ൏ ௜ݕห ,ߜ

ଵ െ ௜′ݕ
ଵห ൏ ݅ ,ߜ ൌ 1,… , ݊, то 

ห݌ଵ൫ ଵܷሺݔଵ, ଵሻ൯ݕ െ ଵሺ݌ ଵܷ൫ݔ′ଵ, ′ݕ
ଵ൯ሻห ൏ -Значит, условие (fs1) выполне .ߝ

но. 
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Проверим (fs2). Пусть ߝ ൌ ଵ

ଶ
, ݇ ∈ ሼ1, … , ݊ሽ. Для гомеоморфизма ଵܷ 

имеем ܽ ൌ 1. Рассмотрим пару ሺݔ′ , ݕ ′ሻ ∈ ଵ′ݔ ௡, гдеܣ ൌ tg
ଷగ

଼
ଵ′ݕ , ൌ 0, а 

также пару  ሺݔ, ሻݕ ∈ ଵݔ ௡, гдеܣ ൌ tg
ଷగ

଼
ଵݕ , ൌ ቀ0,…0,െ

଺

ସ
, 0, … ,0ቁ (െ଺

ସ
 на 

k-м месте). Остальные координаты компонент выбранных пар предпо-
лагаем нулевыми. Таким образом, выбранные элементы совпадают во 
всех точках ܭ௡, кроме точки ݇ ∈ ሼ1, … , ݊ሽ. Руководствуясь §2 из [1], 
или разделом 3 из [2], можно проверить, что ห݌ଵ൫ ଵܷሺݔ, ሻ൯ݕ െ
  .ߝሻൌ34−64ൌ34൐′ݕ,′ݔ1ሺܷ1݌

Случай ݇ ൌ 1 (первое слагаемое в ܭ௡) очевиден. Достаточно за па-
ру ሺݔ′, ,ݔ௡, а пару ሺܣ ሻ взять нулевой элемент из′ݕ -ሻ выбрать так, чтоݕ
бы ݔଵ ൌ tg

ଷగ

଼
ଵݕ , ൌ 0. Заключаем, что (fs2) также выполнено. ∎ 

По аналогии со статьёй [2] можно ввести понятие гомеоморфизма 
пространств непрерывных функций со свойством -конечного носителя. 
Из предложения 1 и результатов статей [1], [2] вытекают следующие 
факты. 

Следствие 1. Гомеоморфизм Гулько – Хмылёвой имеет свойство -
конечного носителя. 

Следствие 2. Компактность не сохраняется гомеоморфизмами 
пространств функций, имеющими свойство -конечного носителя. 
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Абстракт: В докладе будут обсуждаться бисубдифференциал и би-
сопряженный оператор для бивыпуклых операторов и ряд их свойств. 
Ключевые слова: бивыпуклые операторы, бисопряженный оператор, 
бисубдифференциал. 

Введение 
При исследовании оптимальности высокого порядка для негладких 

задач минимизации возникает новое направление n-выпуклый анализ. 
В n-выпуклой анализе в основном изучаются  n-выпуклое множество и 
n-выпуклая функция. 

Известно, что в выпуклом анализе существенный рол играет теоре-
ма отделимости, субдифференциал и сопряженная функция. В n-
выпуклым анализе основный рол играет теория тензорного произведе-
ния, бисубдифференциал и бисопряженная функция. 

В работе рассмотрена бисубдифференцируемость бивыпуклого 
оператора и изучены ряд их свойств.  

1. Алегбраический бисубдифференцируемость бивыпуклого
оператора

Пусть E  - некоторое упорядоченное векторное пространство, т.е. 
пространство с выделенным выступающим выпуклым конусом E -
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конусом положительных елементов. Пусть }{EE  , причем

порядок индуцированный в E  из E  совпадает с исходным порядком
в E . 

Пространством Канторовича или, короче, K-пространством назы-
вают  

векторную решетку, в которой всякое порядково ограниченное 
множество имеет  

точные границы. 
Пусть X  и Y  вещественные векторные пространства. Отображе-

ние  

 EYX:f  называется бивыпуклой, если отображения

,EX:)y,(f    EY:),x(f  выпуклые при .Yy,Xx  Обо-

значим через )E,YX(B~   векторное пространство билинейных опера-
торов из YX  в E . 

Если  EYX:P  бисублинейный оператор, то положим  

}.YX)y,x(),y,x(x)y,x(P:)E,YX(B~x{P **a
2 

Если X  и Y  топологические векторные пространства, а E  упоря-
доченное топо-логическое векторное пространство, то положим 

)E,YX(BPP а
22   , где )E,YX(B   пространство билинейных

непрерывных операторов из YX  в E . 
Отметим, что если X  и Y  банаховы пространства, P  раздельно 

непре-рывный бисублинейный  функционал, то  PP 2
a
2  .

Пусть  EYX:f  отображение и

})y,x(f:YX)y,x{(domf  . 
Бисубдифференциалом оператора f  в точке fdom)y,x(  назовем 

(см.[1]) следующее множество  

}.YX)y,x(),y,x(x)y,x(x)y,x(f)y,x(f:)E,YX(B~x{)y,x(f ***a
2 

Лемма 1. Если   EYX:P  бисублинейный оператор,
0)0,0(P   и domP)y,x(  , то 

)}.y,x(x)y,x(P,Px:)E,YX(B~x{)y,x(P *a
2

**a
2   
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Лемма 2. Если  ),y,x(fx a
2

*   то 

.YX)y,x(),y,x(x2)yy,xx(f)y,x(f2)yy,xx(f *   
Для простоты далее будем считать, что  E  К-пространство. 
Пусть  E,YXB~x*  и   EYX:f . Положим (см.[1])

   },y,xfy,xx{sup)x(f *

Yy,Xx

** 


)}x(f)y,x(x{sup)y,x(f *

)E,YX(B~x





 


. 

Лемма 3. Если f  бивыпуклый оператор, то  y,xfx a
2

*   тогда и 

только тогда, когда    ).y,x(xy,xf)x(f *** 
Лемма 4.  Если  )y,x(xsup)y,x(f

fx a
2




 ,  

 то  )y,x(f)y,x(f   при .YX)y,x(   

Теорема 2. Пусть  domf  бивыпуклое множество и   )y,x(fa
2  

для любого domf)y,x(  . Тогда   EYX:f  бивыпуклый опера-
тор. 

Если  EYX:P1   и  EYX:P2  , то 2
a
21

a
221

a
2 PP)PP(  .

2. Бисубдифференциал бивыпуклого оператора
Пусть X  и Y  нормированные пространства, E  нормированное  

K-пространство. Кроме того далее считаем, что E  замкнутый вы-
пуклый выступающий конус. Через )E,YX(B   обозначим векторное 
пространство всех непрерывных билинейных операторов из YX  в 
E .  

Пусть  EYX:f   и  domf)y,x(  . Положим  

}YX)y,x(),y,x(x)y,x(x)y,x(f)y,x(f:)E,YX(Bx{)y,x(f ***
2  , 

}.YX)y,x(),y,x(x2)yy,xx(f

)y,x(f2)yy,xx(f:)E,YX(Bx{)y,x(f
*

*2





Из определения  непосредственно следует, что  
).y,x(f)y,x(f 2

2   
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Лемма 4. Если P  бисублинейный оператор, то  ).0,0(PP 2
2 

Кроме того, если ),y,x(P)y,x(P   то  ).0,0(PP 2
2   

Лемма 5. Если P  бисублинейный оператор, то 
)}y,x(x)y,x(P,Px:)E,YX(Bx{)y,x(P 2

**2 

 и из )y,x(Px 2*   следует, что ).y,x(x)y,x(P *  
Лемма 6. Если P  бисублинейный оператор, то  

}.YX)y,x(при)y,x(x2)y,x(x2

)yy,xx(P)yy,xx(P:)E,YX(Bx{)y,x(P
**

*2





Лемма 7. Если P  бисублинейный оператор и )y,x(Px 2*  , то  

),y,x(x)y,x(P * ),x(x),x(P *    при  .Y,Xx   

Лемма 8. Если P  бисублинейный оператор и  ),E,YX(Bx*   то  
неравенство 

YX)y,x(при)y,x(x)y,x(P)yy,x(P)y,xx(P)yy,xx(P * 
выполняется в том и только в том случае, когда 

)y,z(x)y,z(P,Px *
2

*   и ).,x(x),x(P *   
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UDC 517. 984 

TWO-MAGNON SYSTEMS IN THE FOUR-SPIN EXCHANGE 
HAMILTONIAN 

S.M. Tashpulatov 

Institute of Nuclear Physics of the Academy of Sciences of Republic  
of Uzbekistan, Tashkent, Uzbekistan 
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Abstract. We consider the operator energy of  two-magnon system with the 
four-spin exchange  Hamiltonian and investigated the spectrum of the sys-
tem. We proof the spectra of the system is the purely discrete and consists 
of no more than six eigenvalues. 
Keywords: Four-spin exchange Hamiltonian, two-magnon systems, spectra, 
discrete spectra, continuous spectrum. 

ДВУХМАГНОННЫХ СИСТЕМ В ЧЕТЫРЕХ СПИНОВЫХ  
ОБМЕННЫХ ГАМИЛЬТОНИАНАХ  

С.М. Ташпулатов 

Институт ядерной физики Академии наук республики Узбекистан, 
Ташкент, Узбекистан 

E-mail: sadullatashpulatov@yandex.com, toshpul@mail.ru 

Аннотация. Рассматривается оператор энергии двух магнонных сис-
тем с четырех спиновым обменным гамильтонианом и исследуется 
спектр системы. Показываем что, спектр системы чисто дискретен и 
состоит из не более шести собственных значений. 
Ключевые слово: Четырех спиновым обменный гамильтониан, двух 
магнонная система, спектр, дискрет спектр, непрерывный спектр. 

Introduction. In theoretical investigations of magnetically ordered sys-
tems and in the interpretation of experimental data, the starting point was 
usually the Heisenberg exchange Hamiltonian (for arbitrary spin ݏ),  

ଵܪ  ൌ ܬ ∑ ሺ௠,ఛ
Ԧܵ
௠
Ԧܵ
௠ାఛሻ,  (1)   
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where  ܬ is the parameter of the bilinear exchange interaction between the 
nearest-neighbor atoms, Ԧܵ௠  is the atomic spin operator for the spin ݏ at the 
݉th lattice site in the ߥ-dimensional lattice ܼఔ, and the summation over ߬ 
ranges the nearest neighbors. 

For an arbitrary spin ݏ, the isotropic spin exchange Hamiltonian in fact 
has the form [1] 

ܪ ൌ ∑ ∑ ௡ሺଶ௦ܬ
௡ୀଵ௠,ఛ

Ԧܵ
௠
Ԧܵ
௠ାఛሻ௡,  (2)  

where  ܬ௡  are the parameters of the multipole exchange interactions be-
tween the nearest-neighbor atoms. Hamiltonian (2) coincides with (1) only 
for  ݏ ൌ 1

2ൗ ,  whereas if  ݏ ൐ 1
2ൗ ,  then some terms containing higher de-

grees of ሺܵሬሬሬԦ௠ Ԧܵ
௠ାఛሻ  appear, which must be taken into consideration in 

studying  magnets with spins s > 1/2. Expression (2) is called a non-
Heisenberg Hamiltonian.   

In crystals, it is also necessary to take into account that in addition to the 
two-spin exchange, there is also a multi-spin exchange. In the general case, 
the isotropic exchange Hamiltonian has the form 

H ൌ െ∑ ∑ ࢔ழ௙வ࢔ࡵ ሺࢌ૚, …,૛ࢌ , ሻ൫࢔ࢌ Ԧܵ௙భ Ԧܵ௙మ൯… ൫ Ԧܵ௙మ೙షభ Ԧܵ௙మ೙൯.  (3)

For the first time, attention was drawn to the existence of multi-spin ex-
change in [2] when analyzing the quasi-polar model of metal, although, in 
fact, the considerations given there were based only on the properties of the  
symmetry of the exchange interaction.  Here we consider two-magnon sys-
tem with four-exchange  Hamiltonian. 

Hamiltonian of the considering system has the form 

ܪ ൌ ∑ܬ ሺ Ԧܵ௠௠,ఛ
Ԧܵ
௠ାఛሻ൫ Ԧܵ௠ାଶఛ Ԧܵ௠ାଷఛ൯,  (4)   

where ܬ ൏ 0 parameter, Ԧܵ௠ ൌ ሺܵ௠௫ , ܵ௠
௬ , ܵ௠௭ ሻ is the atom spin operator in the 

site ݉ ∈ ܼఔ, ߬ ൌ േ ௝݁, ݆ ൌ 1,2, … ,  here ௝݁ are unit mutually orthogonal ,ߥ
vectors. Hamiltonian (4) acts in the symmetric Fock space ࣢௦௬௠௠. We let 
߮଴  denote the vector, called the vacuum, uniquely defined be the conditions 
ܵ௠ା߮଴ ൌ 0, and ܵ௠௭ ߮଴ ൌ ଴,  where ห|߮଴|ห߮ݏ ൌ 1. We set ܵ௠േ ൌ ܵ௠௫ േ ݅ܵ௠

௬ , 
where ܵ௠ା  and ܵ௠ି  are the magnon creation and annihilation operators at the 
site ݉. The vectors ܵ௠ିܵ௡ି߮଴  describes the state of the system of two 
magnons at the sites ݉ and ݊  with spin ݏ. The vector space spanned be 
them denoted by ࣢෡ଶ. It is a Euclidian space under the given inner product. 
We let ࣢ଶ denote the closure of this space, called the space of two-magnon 
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states of the operator ܪ.  We denote the restriction of ܪ to the space  ࣢ଶ by 
  .ଶܪ

Theorem 1. The space ࣢ଶ is invariant under the operator ܪ. The opera-
tor  ܪଶ is a bounded self-adjoint operator; it generates a bounded self-
adjoint operator ܪഥଶ acting in the space ݈ଶሺሺܼఔሻଶሻ  as ሺܪഥଶ݂ሻሺ݌, ሻݍ ൌ
ܬ ∑ ሼሾ2ݏଶ௣,௤,ఛ ௣,௤ାଶఛߜ ൅ ௣ାଶఛ,௤ߜଶݏ2 ൅ ௣,௤ାఛߜଶݏ ൅ ௣ାఛ,௤ߜଶݏ ൅ ௣ାଷఛ,௤ߜଶݏ ൅ 

,݌௣,௤ାଷఛሿ݂ሺߜଶݏ ሻݍ ൅ ሺെݏଶߜ௣ାଷఛ,௤ െ ௣ାଶఛ,௤ߜଶݏ2 െ ௣ାఛ,௤ሻߜଶݏ ൈ 

ൈ ݂ሺ݌ െ ߬, ሻݍ ൅ ൫െݏଶߜ௣,௤ାଷఛ െ ௣,௤ାଶఛߜଶݏ2 െ ,݌௣,௤ାఛ൯݂ሺߜଶݏ ݍ െ ߬ሻ 
൅൫െݏଶߜ௣ାଷఛ,௤ െ ௣ାଶఛ,௤ߜଶݏ2 െ ݌௣ାఛ,௤൯݂ሺߜଶݏ ൅ ߬, ሻݍ ൅ ሺെݏଶߜ௣,௤ାଷఛ െ 

௣,௤ାଶఛߜଶݏ2 െ ,݌௣,௤ାఛሻ݂ሺߜଶݏ ݍ ൅ ߬ሻ ൅ ݌௣ାଶఛ,௤݂ሺߜଶݏ2 െ ߬, ݍ െ ߬ሻ ൅ 

൫ݏଶߜ௣ାଷఛ,௤ ൅ ݌௣ାఛ,௤൯݂ሺߜଶݏ ൅ ߬, ݍ െ ߬ሻ ൅ ൫ݏଶߜ௣,௤ାଷఛ ൅ ௣,௤ାఛ൯ߜଶݏ ൈ 

ൈ ݂ሺ݌ െ ߬, ݍ ൅ ߬ሻ ൅ ݌௣ାଶఛ,௤݂ሺߜଶݏ2 ൅ ߬, ݍ ൅ ߬ሻሽ, 

where ߜ௞,௝ is the Kronecker  symbol, and the  ߬ ൌ േ ௝݁. The operator ܪଶ acts 
on the vector ߰ ∈ ࣢ଶ by the formula   ܪଶ߰ ൌ ∑ ሺ௣,௤ ,݌ഥଶ݂ሻሺܪ  .ሻܵ௣ିܵ௤ି߮଴ݍ

Let   ࣠: ݈ଶሺሺܼఔሻଶሻ → ଶሺሺܶఔሻଶሻܮ ≡ ࣢ଶ  be the Fourier transform, where 
ܶఔ  is the ߥ െdimensional torus endowed with the normalized Lebesgue 
measure ݀ߣ,  i.e., ߣሺܶఔሻ ൌ 1. We set  ܪ෩ଶ ൌ  .ഥଶ࣠ିଵܪ࣠

Theorem 2. The Fourier transform of operator ܪഥଶ  is an operator 
෩ଶܪ ൌ ଶܮ ഥଶ࣠ିଵ,  acting in the spaceܪ࣠

௦௬௠௠ሺሺܶఔሻଶሻ  be the formula 

൫ܪ෩ଶ݂൯ሺߣ, ሻߤ ൌ ∑ܬ ׬ ݂ሺݏ,
்ഌ

ఔ
௜ୀଵ Ʌെ ଶݏሻሼ8ݏ cosሺɅെ ሻݏ2 ሺɅെݏ݋ܿ  ሻߣ2

൅4ݏଶ cosቀ
ଷɅ

ଶ
െ ቁݏ3 cos ቀ

ଷɅ

ଶ
െ ቁߣ3 െ ଶݏ4 cosቀ

Ʌ

ଶ
െ ቁݏ2 cosቀ

ଷɅ

ଶ
െ ቁߣ3 െ  

ሺɅെݏ݋ܿ	ݏݏ݋ଶܿݏ4 ሻߣ2 െ ଶݏ4 cosሺ2Ʌെ ሻݏ3 cosሺɅെ ሻߣ2 െ ሺ	ଶcosݏ4
ଷɅ

ଶ
െ  

ሻݏ2 cos ቀ
Ʌ

ଶ
െ ቁߣ െ ଶݏ4 cosሺɅെ ሻݏ3 cosሺɅെ ሻߣ ൅ ଶݏ4 cos2s cos ቀ

Ʌ

ଶ
െ ቁߣ ൅  

ଶݏ4 cosቀ
ଷɅ

ଶ
െ ቁݏ3 cos ቀ

Ʌ

ଶ
െ ቁߣ െ4ݏଶ cosሺɅെ ሻݏ cosሺɅെ ሻെߣ2 ଶݏ4 cosሺ

ଷɅ

ଶ
 

െ2ݏሻ cosቀ
ଷɅ

ଶ
െ ቁߣ3 ൅ ଶݏ4 cosሺɅെ ߣ2 െ ሻݏ cosሺɅെ ሻߣ2 ൅ ଶݏ4 ൈ ൈ

cosሺɅെ ሻݏ2 cosሺɅെ  .ݏሻሽ݀ߣ2

Let   ߥ ൌ 1.  
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Theorem 3. The spectra of the operator  ܪ෩ଶ  are purely discrete, and 
consists of no more than six eigenvalues. 
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Секция 5 
Вопросы преподавания математики,  

механики и информатики 
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Аннотация. Описывается структура и содержание авторского под-
хода в формировании цифровых компетенций студентов при обучении 
по государственной образовательной программе 27.03.05 «Инновати-
ка». Показано, как можно сформулировать профессиональные задачи 
и какими могут быть комплексные индивидуальные задания и проек-
ты по дисциплинам модулей направления подготовки и специализации 
для формирования компьютерных навыков и умений студентов. 
Ключевые слова. Инноватика, цифровизация, проектное обучение, 
цифровые технологии. 

Цель специализации «Управление технологическими проектами и 
инновациями» состоит в формировании системно мыслящих инжене-
ров-инноватиков, подготовленных к организационной, управленческой 
и предпринимательской деятельности в условиях постоянно изменяю-
щейся среды, в том числе цифровой, и нацеленных на технологическое 
развитие страны.  Программа ориентируется на «Концепцию техноло-
гического развития на период до 2030 года» [1] для решения задачи 
обеспечения технологического суверенитета нашей страны. 

Предлагается комплексная подготовка специалистов, в основе ко-
торой лежит проектно-ориентированное и проектно-организованное 
обучение. Обучение по программе предполагает трехуровневую мо-
дель проектной деятельности: вводный курс, учебные и исследова-
тельские / индустриальные проекты. Работа над инновационным про-
ектом требует не только умения собрать команду из нужных специа-
листов и грамотно распределить роли в команде, но также умения чи-
тать схемы и чертежи, работать с конструкторской документацией, так 
как генерация технических решений невозможна без выбора простран-
ственного объекта и понимания принципа его работы. 
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Ниже представлены междисциплинарные задания-проекты, ориен-
тированные на дисциплины образовательной программы, но с обяза-
тельным использованием инструментария информационных техноло-
гий. 

Задание-проект №1. «Управление технологическими инновациями» 
– «Цифровая культура». Согласование корпоративной стратегии и ин-
новационного процесса. На основе авторского выбора бизнес-
деятельности разработать сайт, отражающий стратегию авторского 
бизнеса и стратегию инновационной деятельности в этом бизнесе. Ис-
пользовать для управления инновационной деятельностью схему па-
раллельного проектирования нового бизнеса. 

Задание-проект №2. «Методы принятия управленческих решений» 
– «Функциональное, информационное и объектное моделирование
бизнес-процессов». Представить концепцию, принципы, классифика-
цию, методы, модели, разработку, выполнение и оценку эффективно-
сти управленческих решений с использованием интеллектуального 
построения диаграмм процессов. 

Задание-проект №3. «Управление стартапом» – «WEB-технологии» 
– «Функциональное, информационное и объектное моделирование
бизнес-процессов». Осуществить описательное, аналитическое и ис-
полняемое моделирование бизнес-процессов стадий жизненного цикла 
авторского стартап-проекта с использованием нотации BPMN 
(Business Process Model and Notation). 

Задание-проект №4. «Основы деловой коммуникации» – «Угрозы 
кибербезопасности» – «Учебная практика по развитию цифровых ком-
петенций». Провести авторское исследование методов и подходов при 
обеспечении кибербезопасности. 

Задание-проект №5. «Технологии управления данными» – «Интел-
лектуальные системы и технологии». Формирование инфраструктуры 
системы управления данными для интеллектуального анализа в автор-
ской предметной области. 

Задание-проект №6. «Управление стартапом» – Архитектура ин-
тернет-приложений» – «Интеллектуальные системы и технологии. 
Формирование контент-ориентированной инфраструктуры авторского 
стартапа.. 

Задание-проект №7. «Управление инновационными проектами» – 
«Digital-технологии в инноватике». Исследование IT-систем (BPMS) 
для моделирования, исполнения, контроля и оптимизации бизнес-
процессов. 
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Задание-проект №8. «Управление процессами» – «Модуль доп. 
специализации \ УИРС». Визуализация данных и введение в програм-
мирование. 

Задание-проект №9. «Управление инновационными проектами» – 
«МДС \ УИРС». Исследование CRM-систем для моделирования, ис-
полнения, контроля и оптимизации бизнес-процессов при управлении 
инновационными проектами в высокотехнологичных отраслях. 

Задание-проект №10. «Электронный бизнес и менеджмент интер-
нет-проектов» – «МДС» – «Облачные вычисления». Исследование об-
лачных сервисов для использования в электронном бизнесе и менедж-
менте интернет-проектов. 

Задание-проект №11. «Преддипломная практика» – «Выпускная 
квалификационная работа» – «Инфографика». Исследование способов 
передачи информации в виде краткого схематичного визуализирован-
ного контента (текст, изображения, графики). 

Предложенные структура и содержание сквозной цифровизации 
образовательной программы по «Инноватике» носят эксперименталь-
ный учебно-обобщённый характер, но для студентов, погрузившихся в 
реальную работу, задания-проекты персонифицируются с учётом задач 
в выбранной области деятельности. 
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ОСОБЕННОСТИ ИССЛЕДОВАНИЯ ФУНКЦИЙ  
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Аннотация. В статье представлен опыт авторов по формированию 
у учащихся целостного восприятия функционального подхода в мате-
матике путём изучения числовых функций и построения их графиков 
на том этапе их изучения, когда ещё не введено понятие производной. 
Непосредственное исследование свойств функций без применения ап-
парата дифференциального исчисления позволяет учащимся на более 
глубоком уровне уяснить смысл функциональных зависимостей и ос-
воить навыки осознанного построения и чтения графиков. Результат 
работы авторов оформлен в виде учебно-методического пособия и 
апробирован на студентах первого курса. 
Ключевые слова. Функции, свойства функций, графики функций, ме-
тодика обучения математике. 

FEATURES OF STUDYING AND GRAPHING FUNCTIONS 
WITHOUT USING DIFFERENTIAL CALCULUS 

Ya.S. Grinshpon, I.E. Grinshpon 

Tomsk State University, Russia, Tomsk, Lenin str., 36, 
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Abstract. The article presents the authors' experience in developing in stu-
dents a whole perception of the functional approach in mathematics by 
studying and graphing numeral functions at the stage when the concept of 
derivative has not yet been introduced. Direct research function properties 
without differential calculus allows students to understand the meaning of 
functional dependencies deeper and to improve the skills of conscious draw-
ing and reading graphs. The result of the authors’ work is presented in the 
form of an educational manual and tested on first-year students. 
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Понятия числовой функции и ее графика являются одними из клю-
чевых и основополагающих не только в математике, но и практически 
в любой сфере человеческой деятельности, исследующей закономер-
ности между величинами, допускающими числовые характеризации. 
Поэтому осмысленное овладение этими понятиям – это важный ре-
зультат обучения математике в школе и вузе. 

Знакомство с функциями и их графиками происходит в 7 классе 
школы на примере линейной функции, а затем закрепляется в 9 классе 
при изучении квадратичной функции. Также подробно изучаются 
свойства и графики многих основных элементарных функций (степен-
ная функция с натуральных показателем, обратная пропорциональ-
ность, квадратный и кубический корни, показательная и логарифмиче-
ская функции, тригонометрические функции) и разбираются примеры 
построения графиков некоторых неэлементарных (кусочно-заданных 
или с выколотыми точками) функций, в том числе, функций, содержа-
щих знак модуля. Нельзя не отметить, что задание повышенного уров-
ня сложности на построение графика неэлементарной функции содер-
жится в КИМ ОГЭ. 

Тем не менее, опыт преподавания математического анализа перво-
курсникам, обучающимся на инженерных, физико-математических и 
естественнонаучных специальностях университета, показывает, что 
большинство выпускников школ не имеют четкого понимания общих 
правил работы с графиками произвольных функций, а только знают 
набор отдельных рецептов (как построить график квадратичной функ-
ции, как выглядит график модуля и т.д.). Эта фрагментарность в вос-
приятии свойств функций приводит к затруднениям при исследовании 
как элементарных функций (степенная с целым отрицательным пока-
зателем, дробно-линейная, кубическая, получаемая сдвигом графика 
основной функции, обратная тригонометрическая), так и неэлементар-
ных (содержащих модуль, целую или дробную части числа). 

С целью помощи студентам, приступающим к изучению математи-
ческого анализа в вузе, путем систематизации основных сведений о 
функциях и структуризации различных навыков, связанных с построе-
нием их графиков без применения производной, авторы разработали 
учебно-методическое пособие [1]. 

В этом пособии сначала вводится понятия функции (как на интуи-
тивном школьном языке «соответствий между элементами двух мно-
жеств», так и на строгом математическом языке «подмножества декар-
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тового произведения двух множеств») и последовательности, как част-
ного случая функции с областью определения в виде множества нату-
ральных чисел. Приводятся примеры функций, в том числе, непривыч-
ные для школьников функция Эйлера, функция Дирихле, знак числа, 
целая часть числа, функция Хевисайда. 

Далее формулируются определения других базовых понятий (инъ-
екция, сюръекция, биекция, композиция функций, обратная функция) 
и основных свойств числовых функций (монотонность, ограничен-
ность, четность, периодичность, наличие экстремумов и асимптот).  

Главная содержательная часть пособия посвящена полной класси-
фикации основных элементарных функций с перечислением их 
свойств и приведением графиков (включая мало изучаемые в школе 
виды степенных функций и обратные тригонометрические функции) и 
полной классификации линейных преобразований графиков функций 
(параллельный перенос, сжатие, растяжение, отражение относительно 
оси абсцисс).  

Далее эти знания закрепляются при исследовании в общем виде 
графиков линейных, квадратичных, дробно-линейных и кубических 
функции и гармонических колебаний. Отдельно разбираются особен-
ности построения неэлементарных функций, содержащих знаки моду-
ля, целой или дробной частей. Формулируются правила построения 
графиков сумм и произведений функций. Изучение всех этих видов 
функций сопровождаются большим числом конкретных примеров. 

Новизна и оригинальность данного пособия заключаются, во-
первых, в доказательстве неравенства между средним арифметическим 
и средним геометрическим (неравенства Коши) и в применении этого 
неравенства к исследованию функций (в частности, это неравенство 
позволяет провести исследование монотонности и экстремумов куби-
ческой функции без производной), и, во-вторых, в знакомстве читате-
лей со специальной функцией Лапласа (функция нормального распре-
деления) без упоминания интегрального исчисления. 

Также пособие содержит ряд упражнений для самостоятельного 
решения, позволяющих закрепить излагаемый материал. 

В целом опыт авторов в течение нескольких последних лет показы-
вает, что введение рамочного изучения свойств функций и их графи-
ков в начале процесса обучения студентов математике (до знакомства 
с аппаратом предельного перехода и дифференцирования) способству-
ет повышению уровня восприятия ими материала и успешному освое-
нию курса математического анализа. 
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Секция 6 
Современные задачи механики 
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Аннотация. В данной работе рассматривается влияние пульсаций 
давления на факел пламени, образующимся при диффузионном горении 
метана. Проведен анализ поля температуры в пламени, получены со-
ответствующие спектры изменения температуры. Показано, что с 
увеличением частоты внешнего воздействия на факел пламени наблю-
дается уменьшение амплитуды пульсации температуры. 
Ключевые слова. Горение, углеводороды, метан, математическое 
моделирование. 

Введение. На протяжении многих лет ученые изучают процессы 
горения различных горючих газов, в том числе и метана. Метан CH4 
является наиболее перспективным видом топлива для многих отраслей 
промышленности и сельского хозяйства. Благодаря высокой теплоте 
сгорания и низкой стоимости, метановые горелки широко применяют-
ся в различных отраслях промышленности.  

Исследованию процессов, происходящих при сжигании метановоз-
душных смесей, посвящено большое количество работ. Актуальными 
темами исследований являются расчетные и экспериментальные рабо-
ты по поиску различных способов воздействия на факел пламени, спо-
собствующих перемешиванию и сгоранию метана с окружающим воз-
духом. Примером такого воздействия является, внешнее воздействие в 
виде пульсаций давления. Исследованию влияния внешних воздейст-
вий в виде пульсаций давления посвящено достаточно много работ [1-
6].  
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В данной работе рассматривается влияние пульсаций давления на 
факел пламени, образующимся при диффузионном горении метана. 
Одним из методов математического описания процесса горения явля-
ется численное решение системы уравнений Навье-Стокса для реаги-
рующего газа. Для получения температуры, скорости потока и других 
характеристик течения использовался программный комплекс «Ansys 
Fluent». 

Постановка задачи. Моделирование процесса горения метановоз-
душной смеси осуществлялось с использованием программы «Ansys 
SpaceClaim» для построения геометрии расчетной области и «Ansys 
Meshing» для задания сетки, а также решатель «Ansys Fluent». При 
моделировании нестационарного горения решалась двумерная система 
уравнений Рейнольдса (модель RANS), уравнение энергии, уравнение 
состояния газа и уравнения для скалярных величин, описывающих 
концентрацию химических веществ, участвующих в реакции горения, 
стандартные уравнения для моделирования турбулентных течений (k-ε 
модель). Для моделирования процесса горения была использована мо-
дель Eddy-Dissipation. Описанная система уравнений решалась мето-
дом контрольного объема. Размер расчетной области составлял 500 × 
200 мм, а размер горелки - 20 × 4 мм. Количество ячеек расчетной сет-
ки составило 101005 шт. Размеры ячейки вблизи границ расчетной 
области имели размеры 0.5 × 0.5 мм, со сгущением к границе вблизи 
выходной части горелки.  

Результаты математического моделирования. В результате чис-
ленной реализации двумерной математической модели процесса горе-
ния метановоздушной смеси были получены профили температуры и 
модуля скорости в факеле пламени при различных режимах внешних 
воздействий. В дальнейшем производилась их обработка с применени-
ем алгоритма быстрого преобразования Фурье. 

Анализируя спектры изменений температуры можно заметить, что 
они имеют характерные амплитудные максимумы, соответствующие 
как основной частоте воздействия, так и первым двум гармоникам. 
Кроме этого, было проведено измерение максимального диапазона 
пульсаций температур и скорости вращения. 

Анализ полученных спектров показывает, что пульсации темпера-
туры уменьшаются при увеличении частоты внешнего воздействия. 
Эта зависимость обусловлена стабилизацией течения в факеле.  

Заключение. Проведя математическое моделирование процесса 
диффузионного горения метана при наличии внешнего источника зву-
ковых колебаний определенной частоты и амплитуды, удалось сделать 
вывод о том, что наличие пульсаций давления приводит к незначи-
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тельному повышению температуры в результате интенсификации 
смешения горючего с окислителем. С ростом частоты внешнего воз-
действия на факел пламени, амплитуда пульсации температуры 
уменьшается. 

Работа выполнена при финансовой поддержке  
Гранта Президента РФ № МК-2078.2022.1.1. 
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Аннотация. Разработан способ вычисления линии вариации (LOV) в 
начальной доверительной области, основанный на поиске условного 
экстремума квадрата вектора нормали к уровенной поверхности це-
левой функции метода наименьших квадратов. Способ апробирован 
для трех астероидов, наблюдаемых на короткой дуге орбиты, и мо-
жет быть использован в дальнейшем при построении начального раз-
броса траекторий 
Ключевые слова: линия вариации, LOV, нелинейность, нормаль 

Линией вариации [1] (англ. LOV – line of variation) при улучшении 
орбиты принято называть направление наибольшей вытянутости дове-
рительной области начальных параметров движения. Минимизируемая 
функция в задаче улучшения орбиты как правило имеет вид 

 2 2 ( ) 2
1

( ) cos ,n O
i i ii

S   


   q  где ( ) ( )( ) , ( )O O
i i i i i i          q q  

– разности вычисленных и измеренных значений прямого восхожде-
ния и склонения объекта соответственно; 

0 0 0 0 0 0 1 6( , , , , , ) ( , , )x y z x y z q q q      – искомый вектор улучшаемых на-
чальных параметров движения (прямоугольных координат и компо-
нент скорости объекта); n – число наблюдений.  

Уровенная поверхность функции ( )S q  задается выражением 
( ) ,S Kq  где K – некоторая константа. Вектор нормали к этой поверх-

ности имеет вид 1 6( / , , / ).S q S q    N  Поэтому задачу поиска точки, 
принадлежащей одновременно и линии вариации и уровенной поверх-
ности, можно представить как задачу условной минимизации 

2( ) ( ( ) ) max,N S K    q q (1) 
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где 2 2 2
1 6( / ) ( / )N S q S q       – квадрат модуля вектора нормали, λ 

– множитель Лагранжа.
      Условием максимума (1) является равенство нулю производных 

по определяемым параметрам и λ: 
2

7

0 ( 1, ,6),

( ) 0.

j
j j j

N S
F j

q q q

F S K





  
    
  


   


q



(2) 

Система (2) решается итерационным методом дифференциальных 
поправок. 

Для задания константы K, определяющей конкретную уровенную 
поверхность, использовалось значение ( ),S q  вычислямое на конце 
самой короткой полуоси доверительного эллипсоида с заданным ко-
эффициентом увеличения k, поскольку это значение практически оди-
наково [2] и для поверхности доверительного эллипсоида, и для уро-
венной поверхности функции ( ).S q  

Для вычисления линии вариации было выбрано три астероида 
(2007 KO4, 2017 SA12 и 2017 SD11), имеющих небольшую дугу на-
блюдаемости и, следовательно, заметную нелинейность в задаче 
улучшения орбиты, которая характеризуется так называемым коэффи-
циентом нелинейности, определяемым по-разному. Здесь использован 
коэффициент max min min 00.5( ) / ( )       , где max  и min  –  макси-
мальная и минимальная среднеквадратическая ошибка представления 
наблюдений на концах двенадцати полуосей доверительного эллип-
соида (с коэффициентом увеличения 4.5). 

Коэффициент увеличения k, задающий уровенную поверхность 
функции ( ),S q  варьировался от 0.1 до 6 с шагом 0.1. Для каждого зна-
чения k решалась система (2), т.е. находилась точка линии вариации, 
расположенная на соответствующей уровенной поверхности. В каче-
стве начального приближения при 0.1k   использовалась точка, рас-
положенная на конце наибольшей оси доверительного эллипсоида, 
соответствующего этому значению k. Для всех последующих уровен-
ных поверхностей в качестве начального приближения использовалось 
решение, полученное для предыдущей поверхности. Этот же процесс 
был повторен для противоположного направления линии вариации: 
сначала (при 0.1k  ) было взято начальное приближение на противо-
положном конце наибольшей оси эллипсоида, а затем полученное на 
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каждой поверхности решение использовалось как начальное прибли-
жение для последующей поверхности. 

Для всех трех астероидов получены похожие результаты. На ри-
сунке приведены результаты для 2007 KO4 в системе координат 

1 6, , ,   определяемой доверительным эллипсоидом (из-за недостатка 

места результаты приведены только для 2 3 4, ,   ). Единицы измерения 
для этих осей трудноопределимы и потому не изображены (в исходной 
системе координаты заданы в а.е., скорости – в а.е./сут) В качестве 
горизонтальной оси везде выбрана ось 1,  поскольку линия вариации 
всегда вытянута преимущественно вдоль нее.  

Как видно из рисунка, линия вариации представляет собой кривую, 
заметно несимметричную относительно начала координат. 

Для всех астероидов была выполнена аппроксимация данных на 
графиках с помощью полинома 2-й и 3-й степени. Сравнение результа-
тов показало, что наилучшим является полином 3-й степени, так как 
при использовании полинома 2-й степени могут оставаться заметные 
(даже на глаз) невязки, а полином 3-й степени аппроксимирует полу-
ченные данные практически идеально. Минимальный коэффициент 
детерминации (R2) для всех аппроксимаций графиков полиномом 3-й 
степени составляет 0.9999967. Аппроксимирующая кривая изображена 
на рисунке красным цветом. Полученные аппроксимирующие поли-
номы для координат 2 6, ,    можно рассматривать как уравнения 

линии вариации (с независимой переменной 1 ), определяющие ее с 
достаточной на практике точностью. 

Выполненное исследование позволяет заключить, что способ ус-
ловной минимизации (1) позволяет определять линию вариации при 
сильной нелинейности в задаче улучшения орбиты, а применение по-
линомов 3-й степени позволяет получить довольно точную аппрокси-
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мацию этой линии, что позволяет использовать ее в дальнейшем, на-
пример, при построении начального разброса траекторий. 

Работа выполнена в рамках государственного задания Министер-
ства науки и высшего образования Российской Федерации (тема № 
FSWM-2020-0049). Работа выполнена с использованием оборудования 
центра коллективного пользования “Терскольская обсерватория”. 
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Аннотация. Исследована нестационарная краевая задача о движении 
жидкости во вращающейся цилиндрической трубе. Для описания 
движения жидкости используются уравнения Обербека-Буссинеска. С 
математической точки зрения задача является обратной относи-
тельно градиента давления вдоль оси цилиндра. На основе априорных 
оценок получены условия, при которых решение нестационарной об-
ратной задачи является экспоненциально устойчивым. Методом раз-
деления переменных решение найдено в виде специальных рядов Фурье. 
Даны достаточные условия выхода решения нестационарной задачи с 
ростом времени на стационарный режим. 
Ключевые слова. Конвекция, обратная задача, априорные оценки, ме-
тод разделения переменных, функции Бесселя. 

Введение. Рассматривается задача о тепловой конвекции жидкости 
во вращающейся цилиндрической трубе. В настоящей работе угловая 
скорость круглой трубы зависит от времени, движение является вра-
щательно симметричным и нестационарным. Кроме того, расход жид-
кости через поперечное сечение трубы также есть функция от времени. 
Массовые силы отсутствуют, что имеет место при достаточно большой 
угловой скорости вращения трубы или в условиях близких к невесомо-
сти. Вдоль поверхности трубы приложен постоянный градиент темпе-
ратуры. С математической точки зрения возникает обратная начально-
краевая задача, где дополнительно требуется определить нестационар-
ный градиент давления вдоль оси трубы, причём условием переопре-
деления является расход жидкости.  

Постановка задачи. В качестве математической модели использу-
ются уравнения Обербека–Буссинеска. Пусть ݎ,߶,  цилиндрические ݖ
координаты, ݐ время, ܽ радиус цилиндра и ߱ሺݐሻ угловая скорость его 
вращения вокруг оси ݖ. Далее, ݑ и ݓ суть радиальная и осевая компо-
нента вектора скорости; ݒ есть разность между азимутальной скоро-
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стью и скоростью вращения жидкости ߱ሺݐሻݎ как твёрдого тела; ݌ от-
клонение истинного давления от состояния равновесия ߱ߩଶሺݐሻݎଶ/2; Θ 
отклонение абсолютной температуры от её среднего значения Θഥ ൌ
-Жидкость характеризуется физическими параметрами: плот .ݐݏ݊݋ܿ
ность ߩ при температуре Θ, кинематической вязкостью ߥ, коэффициен-
тами термодиффузии ߯ и теплового расширения ߚ. Ниже эти парамет-
ры предполагаются постоянными и положительными. Частично инва-
риантное решение поставленной задачи ищется в виде [1] 

ݑ ൌ ,ݎሺݑ ,ሻݐ ݒ ൌ ,ݎሺݒ ,ሻݐ ݓ ൌ ,ݎሺݓ  ,ሻݐ

Θ ൌ െݖܣ ൅ ܶሺݎ, ,ሻݐ ݌ ൌ ߩ ቈ߱ߚܣଶሺݐሻ
ଶݎ

2
൅ ݂ሺݐሻ቉ ݖ ൅ ,ݎሺݍ  .ሻݐ

Здесь ݂ሺݐሻ есть неизвестный градиент давления вдоль оси ݖ, а  ܣ 
постоянный градиент температур. Предполагая, что на оси ݖ отсутст-
вуют источники или стоки, получим ݑ ൌ 0 и систему уравнений для 
неизвестных функций ݓሺݎ, ,ሻݐ ,ݎሺݒ ,ሻݐ ܶሺݎ, ,ሻݐ ݂ሺݐሻ	  

௧ݓ ൌ ߥ ൬ݓ௥௥ ൅
1
ݎ
௥൰ݓ െ

1
2
ଶݎሻݐଶሺ߱ߚܣ െ ݂ሺݐሻ,	

௧ݒ ൅ ݎሻݐ௧ሺݓ ൌ ߥ ൬ݒ௥௥ ൅
1
ݎ
௥ݒ െ

ݒ
ଶݎ
൰, 

௧ܶ ൌ ߯ ൬ ௥ܶ௥ ൅
1
ݎ ௥ܶ൰ ൅ ,ݓܣ ௥ݍ ൌ

ଶߥߩ

ݎ
. 

Начальные и граничные условия имеют вид 
,ݎሺݓ 0ሻ ൌ ,ሻݎ଴ሺݓ ,ݎሺݒ 0ሻ ൌ ,ሻݎ଴ሺݒ ܶሺݎ, 0ሻ ൌ ଴ܶሺݎሻ, 0 ൑ ݎ ൑ ܽ; 
,ሺܽݓ ሻݐ ൌ 0, ,ሺܽݒ ሻݐ ൌ 0, ܶሺܽ, ,ሻݐ ݐ ∈ ሾ0,  ;ଵሿݐ

|ݓ| ൏ ∞, |ݒ| ൏ ∞, |ܶ| ൏ ∞, ݎ → 0. 
Кроме того, задаётся объёмный расход через поперечное сечение 

трубы 

න ,ݎሺݓݎ ሻݐ
௔

଴
ݎ݀ ൌ

ܳሺݐሻ

ߨ2
. 

Задача для ݒሺݎ, ,ݎሺݓ отделяется, при известной	ሻݐ ,ݎሻ функция ܶሺݐ  ሻݐ
находится как решение классической первой начально-краевой задачи, 
а ݍሺݎ,  ሻ можно получить интегрированием. Поставленная обратнаяݐ
задача имеет стационарное решение (с индексом s) описанное в [2]. 
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Результаты. На основе априорных оценок даны достаточные усло-
вия на входные данные, при которых решение основной обратной за-
дачи является экспоненциально устойчивым ሺ݇ ൌ 1, … ,5ሻ: 

|߱ሺݐሻ െ ߱௦| ൑ ݁ି
ଶఔ
௔మ
௧݄ଵሺݐሻ, |߱௧

ଶሺݐሻ| ൑ ݁ି
ଶఔ
௔మ
௧݄ଶሺݐሻ,න ݄௞ሺݐሻ݀ݐ ൏ ∞

ஶ

଴
, 

|ܳሺݐሻ െ ܳ௦| ൑ ݁ି
రഌ
ೌమ
௧݄ଷሺݐሻ, |ܳ௧ሺݐሻ| ൑ ݁ି

రഌ
ೌమ
௧݄ସሺݐሻ, |ܳ௧௧ሺݐሻ| ൑

݁ି
రഌ
ೌమ
௧݄ହሺݐሻ. Решение для основной задачи найдено в виде рядов Фурье-

Бесселя и выглядит следующим образом 

ݓ ൌ െ෍
ܽ
௞ߦ
ቈන ௞ሺ߬ሻ݁ݑ

ఔకೖ
௔
ሺఛି௧ሻ݀߬ ൅ ଴௞ܥ

௧

଴
݁ି

ఔకೖ
௔ ௧቉ ൤ܬ଴ ൬

௞ߦ
ܽ
൰ݎ െ ௞ሻ൨ߦ଴ሺܬ ൅

ஶ

௞ୀଵ

 

൅
10
ହܽߨ

ܳሺݐሻሺܽ െ ଶݎሻݎ ൅ ݀ሺݐሻ ൬ݎଷ െ
6
5
ଶݎܽ ൅

1
5
ܽଷ൰, 

где ߦ௞есть корни уравнения ܬଶሺߦ௞ሻ ൌ 0. 

݀ሺݐሻ ൌ
25
ହܽߨ3

ሾܳሺݐሻ െ ܳሺ0ሻሿ ൅
ߚܣ5
12ܽ

න ߱ଶሺ߬ሻ݀߬
௧

଴
, 

௞ݑ ൌ නܥ ݎ ቈ9݀ߥሺݐሻ െ
90
ହܽߨ

ܳሺݐሻ ൅ ቆ
30
ହܽߨ

ܳ௧ሺݐሻ െ 3݀௧ሺݐሻቇݎଶ቉ ଵܬ ൬
௞ߦ
ܽ
൰ݎ

௔

଴
 ,ݎ݀

଴௞ܥ ൌ ܥ න ݎ ൬ݓ଴௥ሺݎሻ ൅
30
ହܽߨ

ܳሺ0ሻݎଶ൰ ଵܬ ൬
௞ߦ
ܽ
,ݎ൰݀ݎ

௔

଴
		 ܥ				 ൌ

2
ܽଶܬଵ

ଶሺߦ௞ሻ
,

݂ሺݐሻ ൌ ,௥ሺܽݓߥ2 ሻݐ െ
1
4
ଶܽଶ߱ߚܣ െ

ܳ௧ሺݐሻ

ଶܽߨ
െ
ߥ20
ସܽߨ

ܳ ൅
ܽߥ6
5
݀ሺݐሻ. 

Заключение. Полученное решение позволяет найти количествен-
ные характеристики конвекции. В итоге, можно установить условия, 
при которых появляются возвратные движения, которые могут значи-
тельно улучшить теплопередачу, что важно для теплообменников. Та-
ким образом, задавая расход и угловую скорость как функции време-
ни, можно управлять тепловой конвекцией в трубе. 
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Аннотация. С помощью уравнения Прандтля показано, что форма 
контура, при котором сила сопротивления минимальна, соответст-
вует сечению контура рыбы.  
Ключевые слова: уравнение Прандтля, пограничный слой, число Рей-
нольдса, численное решение.  

Вопрос, о котором далее пойдет речь в настоящем сообщении, 
вполне может быть приравнен к проблеме синергетического описания 
природной силы сопротивления, которую испытывают все без исклю-
чения тела при их обтекании вязким потоком жидкого или газового 
континуума. Решаемая здесь задача направлена прежде всего на ана-
литическое выяснение той формы тел, которая приводит к наимень-
шему с точки зрения Природы сопротивлению. Ее формальное реше-
ние будет найдено с помощью использования принципа экстремума 
для функционала силы сопротивления, и с этой целью нам потребуется 
применить все основные гидродинамические уравнения, а также мето-
ды решения экстремальных задач. Аналогично можно также задаться и 
вопросом о том, какова должна быть форма тел для осуществления, 
например, эффективного плавания. В этом случае следует вспомнить 
факт того, что в большом количестве примеров физическая скорость 
движения обычно не велика, а число Рейнольдса R  в стоксовом при-
ближении, то есть в области шириной  , мало. То есть в непосредст-
венной близости к поверхности тела важную роль должно играть меж-
молекулярное взаимодействие. Если речь идет о сечении тела (которое 
мы и рассматриваем), то для него также, как и в трехмерном случае, 
вне пограничного слоя даже при ламинарном течении число Рейнольд-



Всероссийская конференция по математике и механике. 2–5 октября, 2023 г., г. Томск 

211 

са R ua


 может быть велико, где u  скорость потока,

a ab   средний линейный размер сечения, a  размер тела
вдоль оси x , а b   вдоль z ,    кинематическая вязкость. Для ре-
шения поставленной задачи нам необходимо провести анализ уравне-
ний Навье – Стокса и уравнения непрерывности в двухмерном базисе, 
предполагая тело плоским, но имеющее конечный размер. Его толщи-
ну обозначим как h .  

Жидкость считается несжимаемой. Ось y  направим перпендику-
лярно продольному сечению тела, а скорость стационарного потока u
выберем в качестве оси x .

В непосредственной близости к поверхности тела уравнение Навье 
– Стокса сводится к весьма специфическому уравнению, которое во
введенных нами координатах будет иметь вид (ср. с [1]) 

2 2

2 2

v v v v1v vx x x x
x z

P

x z x x z



    

          
,   (1) 

где    кинематическая вязкость, P  давление,    плотность жид-
кости. Уравнение (1) справедливо, если выполняется условие v௫	 ≫	v௭. 
Поскольку продольные размеры тела конечны, то благодаря этому 
факту в операторе Лапласа были учтены обе вторые частные произ-
водные в отличие от уравнения, которое решал Блазиус. Как увидим 
далее, именно учет двухмерности оператора Лапласа позволяет нам 
найти автомодельное решение несколько иного вида, чем решение, 
полученное Блазиусом.   

Если предположить, что течение вдоль оси x  потенциально (что
подтверждается последующими вычислениями), мы можем воспользо-
ваться уравнением Бернулли, и записать его в виде закона сохранения 

энергии (см. [1]): 
2 2v

2 2
x U

P
 

  . Если считать скорость U  постоян-

ной (в частности, это может быть, например, скорость звука), это 
уравнение сильно упростится, и вместе с уравнением непрерывности 
мы приходим к следующей системе уравнений:  

2 2

2 2

v v v v vv , 0x x x x z
z z x z x z


     

         
  (2) 
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Решения системы (2) при ,x z    должны удовлетворять двум 

следующим асимптотическим условиям vx u , v 0z  . Помимо 
этих условий на контуре тела, полагая  z x , должна исчезать

также нормальная компонента скорости vn . Положим, что

v , vx zu
z x

  
   

 
, где функцию  ,x z   нам следует

найти. Если теперь подставить эти формулы в первое уравнение сис-
темы (2), то для решения полученного уравнения удобно ввести без-

размерную функцию 
u ab

  . В результате для нее имеем:  

2 2 2

2 2 2R 0
x z z x z

       
        

,  (3) 

где число Рейнольдса R u ab


 . Как видим, уравнение (3) допускает 

автомодельное решение, которое можно получить с помощью нового 

аргумента 
z

x
  . Следовательно, искомая функция  должна иметь 

вид:     . После ее подстановки в уравнение (3) находим:

 2 1 4 2 R 0             .  
Благодаря асимптотическому поведению скорости в соответствии 

с условиями v 0x    при ,x z   , то должно также выполняться и 

условие 0 . В результате для скорости получаем

v 1 , vx z

ab u ab
u G G

x x

 
    

 
, где G  . Поэтому имеем

уравнение  2 1 4 2 R 0G G G GG        . Его решение есть

 
   2 2

2

1
R1 1
4

G
C arctg


   


     

.  (4) 
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где 2С   константа интегрирования. Для вычисления полной силы 
сопротивления следует принять во внимание обтекание как по торцам 
тела, так и обтекание по его боковым граням. Это несложно осущест-
вить, считая тело симметричным. В результате получим  

 

       

1

0

1

0

2

2

v4

2
2

x

x
c

hx y

x

x

F x dx
y

x x
hu ab G G

x x

 

 
  




  



   
      





 (5) 

Из условия экстремума функционала (5)  в результате несложных 
преобразований приходим к уравнению  

2

2

3 1 22 1 0
z

G G

x x G x x x G


   


                  
.  (6) 

Уравнение (7) и общее решение (4) составляют полную замкнутую 
систему, которая позволяет найти интересующую нас форму контура 
 x . Для малых чисел Рейнольдса из уравнения (6) получаем

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

3 3 1 3 21 0x x

x x x x x

    
  

           
.  (7) 

Численное решение уравнения (7) показано на рисунке 1.   

Рис. 1.  

             2 3

12 .
z

G x x G
G G x dx

x x x a x


   
  


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Аннотация. Проведено исследование формирования остаточных на-
пряжений после деформации стенок трубы в результате снятия воз-
действия внешнего и внутреннего давления. Величина остаточных 
окружных и осевых напряжений более чем на порядок превосходит 
величину остаточных радиальных напряжений. 
Ключевые слова: дисперсно-упрочнённые материалы, разгрузка, ос-
таточные напряжения. 

Введение. В процессе эксплуатации в элементах конструкций мо-
гут возникать остаточные напряжения, которые влияют на прочност-
ные характеристики. Целью настоящей работы является исследование 
остаточных напряжений в трубе, изготовленной из дисперсно-
упрочненного сплава на основе алюминия, в состоянии разгрузки по-
сле упругопластического деформирования. Для описания пластиче-
ских свойств материала использована математическая модель пласти-
ческой деформации дисперсно-упрочненных сплавов с некогерентны-
ми частицами [1]. Зависимость предельного напряжения сдвига s  от 
степени деформации a моделируется зависимостью [2]: 
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где G  – модуль сдвига, 0 , 1 , 1a  – параметры, характеризующие 
свойства материала. 

Постановка задачи. Уравнение равновесия, описывающее баланс 
напряжений в радиальном направлении, имеет вид: 
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Будем считать, что толстостенная труба с внутренним inR  и внеш-
ним exR  радиусами была нагружена равномерным внешним exp  и 
внутренним inp  давлением. 

Результаты. Если в процессе деформации материал стенок трубы 
перешел в пластическое состояние, то материал в зоне пластической 
деформации будет характеризоваться остаточными напряжениями и 
деформациями. В бывшей пластической области после снятия нагруз-
ки будут действовать напряжения: 
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В бывшей упругой области ( rR pl ) возникает поле остаточных 
напряжений как реакция на действие остаточных напряжений в быв-
шей пластической области. Напряжения в бывшей упругой области 
равны: 
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На границе между бывшими упругой и пластической областью (
plRr  ) радиальные напряжения достигают значений: 
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Если торцы трубы жестко закреплены, то осевая деформация сте-
нок трубы отсутствует. При этом осевое напряжение равно 

  rrzz , (ν – коэффициент Пуассона). 
В результате исследований установлено, что при одном и том же 

значении приложенного давления для сплавов, упрочненных более 
крупными частицами, толщина области, подвергнувшейся пластиче-
ской деформации, оказывается меньше, чем для сплава, упрочненного 
мелкими частицами. Величина остаточных окружных и осевых напря-
жений более чем на порядок превосходит величину остаточных ради-
альных напряжений. Поэтому в первом приближении остаточные ра-
диальные напряжения можно не учитывать.  

Заключение. В ходе проведенных исследований создана физико-
математическая модель разгрузки из упругопластического состояния 
трубы, изготовленной из дисперсно-упрочнённого сплава на основе 
алюминия, а также определены поля остаточных напряжений после 
разгрузки.  
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Аннотация. Приведены результаты апробации Методических реко-
мендаций по оценке опасности подводных потенциально опасных объ-
ектов во внутренних водах и территориальном море Российской Фе-
дерации и Методики расчета выбросов поллютантов и теплоты при 
горении нефти и нефтепродуктов на различных типах подстилающей 
поверхности, проводимой в рамках программы Межведомственных 
опытно-исследовательских учений «Безопасная Арктика – 2023» в 
европейской части Арктической зоны Российской Федерации.  
Ключевые слова. Арктическая зона; ледовые условия; МЛСП «При-
разломная»; разливы нефти; горение разливов.  

Введение. В период с 4.04 по 7.04. 2023 г. в Арктической зоне Рос-
сийской Федерации проводились масштабные Межведомственные 
опытно-исследовательские учения сил и средств единой государствен-
ной системы предупреждения и ликвидации чрезвычайных ситуаций 
«Безопасная Арктика – 2023». В соответствии с программой Учений 
осуществлялась опытно-исследовательская отработка потенциально 
возможных для данного региона природно-техногенных чрезвычайных 
ситуаций (ЧС). Одна из вводных была посвящена теме разлива нефти 
при погрузке в танкер с морской ледостойкой стационарной платфор-
мы (МЛСП) «Приразломная». В рамках данной вводной решались две 
опытно-исследовательские задачи, посвященные апробации одной ме-
тодики и одних методических рекомендаций. 

Постановка задачи. Согласно сценарию Учений, разлив нефти в 
акватории расположения МЛСП «Приразломная» произошел при ее 
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погрузке в танкер. Суммарное количество разлитой на акваторию неф-
ти составляет 395 тонн (436 м3). 

В соответствии с Вводной рассматриваются две задачи: Прогноз 
развития ЧС, вызванной разливом нефти без воспламенения разлива с 
использованием Методических рекомендаций по оценке опасности 
подводных потенциально опасных объектов во внутренних водах и 
территориальном море Российской Федерации  (Методика 1); Прогноз 
развития ЧС, вызванной разливом нефти с горением разлива посредст-
вом Методики расчета выбросов поллютантов и теплоты при горении 
нефти и нефтепродуктов на различных типах подстилающей поверх-
ности (Методика 2). 

Анализ результатов расчета. Использование эмпирических выра-
жений из Методики 1 показало, что при возникновении аварийного 
разлива нефти в количестве 436 м3 радиус разлива, площадь и высота 
пленки нефти в разливе будут меняться во времени и в течение одного 
часа достигнут такой площади на открытой воде, высота пленки нефти 
в котором станет меньше критического значения (2 мм). При такой 
толщине нефтяной пленки на воде, согласно Методике 2, горение неф-
ти станет не возможным. Поэтому, в условиях открытой воды в аква-
тории МЛСП «Приразломная» в случае ЧС, связанной с разливом зна-
чительных количеств нефти (≥ 400 м3), операции ЛАРН необходимо 
начинать в течение первого часа. 

Оценка параметров разлива нефти в ледовых условиях, проводи-
лась с использованием эмпирических зависимостей, представленных в 
работе [2]. Показано, что при разливе нефти в количестве 436 м3 на 
ледовую поверхность (на колотый лед и шугу) радиус разлива, пло-
щадь разлива и высота нефтяной пленки на льду уже через час достиг-
нут равновесных состояний: радиус пятна, Rн  – 154 м; площадь пятна, 
Sн – 67 150 м2; высота разлива нефти, hн – 6 мм. 

Сравнение результатов расчета параметров разлива нефти на от-
крытой воде и в ледовых условиях показывает, что и радиус, и, соот-
ветственно, площадь разлива нефти в ледовых условиях значительно 
меньше тех же параметров для условий свободной поверхности моря. 
С другой стороны, высота нефтяной пленки на льду значительно (бо-
лее чем в три раза) превышает высоту нефтяной пленки на открытой 
воде (на один и тот же момент времени от начала разлива). Поэтому 
технология выжигания нефти в ледовых условиях более эффективна, 
чем на открытой воде (необходима экспериментальная проверка дан-
ного вывода). 

С использованием Методики 2 получены прогнозные значения сле-
дующих параметров процесса горения разлива нефти в ледовых усло-
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виях: масса сгоревшей нефти составит 273 т; масса недожога – 122 т; 
коэффициент полноты сгорания – 0.7; масса газообразных поллютан-
тов – 490 т; масса дисперсных поллютантов – 47 т; время горения неф-
ти – 40 час. 

Заключение. Апробация Методик 1 и 2 в Учениях 2023 года по-
зволило оценить возможности данных методик по моделированию 
реальных процессов разлива нефти в ледовых условиях Российской 
Арктики. Методика 1 позволила определить (с принятием определен-
ных дополнений, которые необходимо официально внести в Методи-
ку) площадь и толщину пленки разлитой нефти в ледовых условиях на 
различные моменты времени от начала разлива. В свою очередь, полу-
ченное значение площади разлива позволило с использованием Мето-
дики 2 определить эффективность метода выжигания разливов нефти в 
ледовых условиях, определить массы сгоревшей нефти и нефти, ос-
тавшейся на месте разлива после выжигания, определить время рас-
пространения пламени по разливу и время послойного  выгорания 
нефти, а также массы газообразных и дисперсных поллютантов, вы-
брошенных в атмосферу в процессе горения разлива нефти. 

В целом Методика 1 (с принятыми дополнениями) и Методика 2 
показали свою работоспособность и эффективность в вопросах про-
гнозирования значений параметров разливов нефти в Арктических 
морях в ледовых условиях. Прогнозные значения, полученные при 
помощи данных Методик, могут быть полезными для поддержки при-
нятия решений в аварийных ситуациях на МЛСП «Приразломная». 
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Аннотация. Выполнено численное моделирование поведения элемента  
тепловой защиты летательного аппарата. Данное тело подвергает-
ся  воздействию интенсивных постоянной и переменной тепловых 
нагрузок вследствие аэродинамического нагрева со стороны набе-
гающего высокоскоростного потока газа. В конструкции тепловой 
защиты применены различные виды конструкционных материалов. 
Выполнено исследование поведения этой системы в зависимости от 
применяемых материала и параметров набегающего аэродинамиче-
ского потока. 
Ключевые слова. Тепловая защита, композиционные материалы, 
термодеструкция. 

MATHEMATICAL MODELING OF THERMAL PROTECTION 
UNDER INTENSE THERMAL LOAD 

K.N. Efimov 

Tomsk State University, Russia, Tomsk, Lenin str., 36, 634050 
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Abstract. Numerical modeling of the behavior of the thermal protection 
element of an aircraft has been performed. This body is exposed to intense 
constant and variable thermal loads due to aerodynamic heating from the 
oncoming high-speed gas flow. Various types of structural materials are 
used in the design of thermal protection. The behavior of this system was 
studied depending on the material used and the parameters of the oncoming 
aerodynamic flow. 
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Введение. При движении с большими скоростями в атмосфере 
элементы летательных аппаратов могут подвергаться интенсивным 
динамическим и  тепловым нагрузкам. Для предотвращения негатив-
ного воздействия этих факторов могут служить слои теплозащитного 
материала, силовые оболочки, слои тепловой изоляции. Все эти слои и 
оболочки могут быть выполнены из композиционных материалов. В 
данной работе рассматриваемая геометрия элемента летательного ап-
парата имеет вид конуса или цилиндра, которые со стороны набегаю-
щего потока переходят в сферическое затупление (рис. 1). Слой тепло-
вой защиты из композитных материалов  располагается во внешней к 
набегающему газовому потоку области поверх последовательно сило-
вой оболочки и слоя тепловой изоляции.    

Постановка задачи. Математически сформулированная  физиче-
ская задача с учетом сделанных допущений сводится к решению сле-
дующей системы уравнений [1-2]. 

Твердая фаза (аморфная фаза армирующего наполнителя, полимер-
ная фаза матрицы, пиролитическая фаза матрицы, газообразные про-
дукты пиролиза в порах композита, кристаллическая фаза армирующе-
го наполнителя) [1]: 

– скалярные уравнения неразрывности для всех фаз;
– векторные уравнения движения для всех фаз;
– скалярные уравнения движения для всех фаз;
– скалярные уравнения энтропии для всех фаз;
– векторные уравнения кинематики для всех фаз;
– тензорные уравнения совместности деформаций для всех фаз.
– закон Фурье;
– определяющие соотношения фаз композита;
– определяющие соотношения фаз для газовой фазы;
– выражение для внутренней энергии каждой фазы.
Внешняя газовая среда [2]: система уравнений пограничного слоя 

для химически равновесного воздуха. 
Результаты. Рассматриваемое тело имеет вид конуса, затупленно-

го с помощью сферического затупления. Численными методами про-
водилось исследование  характеристик термомеханического взаимо-
действия элементов тепловой защиты летательного аппарата из компо-
зиционных материалов при аэродинамическом нагреве со стороны 
набегающего сверхзвукового потока. При исследованиях теплофизи-
ческих свойств взаимодействия тепловой защиты и интенсивной теп-
ловой нагрузки     варьировались материалы матрицы на основе поли-
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этиленовой, эпоксидной, фенольной, полиамидной, кремний-
органической смол и материалы армирующего наполнителя: графити-
рованное волокно, борное волокно,     стекловолокно. Также рассмат-
ривались различные варианты аэродинамического нагрева элемента 
летательного аппарата.   

Заключение. Установлены зависимости поведения теплофизиче-
ских характеристик  тепловой защиты  элемента летательного аппарата 
от динамики аэродинамического нагрева, времени процесса и геомет-
рических и физических характеристик рассматриваемых композитных 
материалов. 

Рис. 1. Схема взаимодействия потока воздуха  
и элемента летательного аппарата 
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Аннотация. Рассмотрено течение идеальной жидкости из сужаю-
щейся-расширяющейся  насадки, прикрепленной к отверстию в верти-
кальной стенке. Формулируется математическая модель течения, в 
основу которой положены уравнения Эйлера для идеальной среды. 
Получена краевая задача для системы уравнений, описывающих ста-
ционарное потенциальное течение идеальной несжимаемой жидко-
сти. С помощью методов теории аналитических функций получено 
решение поставленной задачи. 
Ключевые слова. Идеальная жидкость, насадка, интеграл Бернулли, 
конформное отображение, функция Н.Е.Жуковского, комплексный 
потенциал, комплексная скорость. 

Введение. Значительная часть задач истечения из сосудов решена 
Р. Мизесом, Н.Е. Жуковским, С.А.Чаплыгиным и другими известными 
учеными [1–3]. В работе [4] приведены метод расчета действительных 
параметров газа при истечении из отверстий и сопел с различной кон-
фигурацией сужающейся их части по известным из опыта коэффици-
ентам расхода. Актуальность теоретического исследования жидкости 
из сосудов при отсутствии внешних сил и вихрей вызвана практиче-
ским приложением, где основными вопросами являются определение 
скорости истечения, формы струи и коэффициента истечения.  

Постановка задачи. Рассматривается течение идеальной несжи-
маемой жидкости из сужающихся-расширяющихся насадок, присое-
диненных к отверстию в вертикальной стенке. Предполагается, что 
массовые силы и поверхностные натяжения отсутствуют. Струя жид-
кости, выходящая из насадки, образует свободную поверхность с неиз-
вестной границей.  Давление на границе струи равно давлению в ок-
ружающем пространстве, т.е. постоянно.  
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Для определения плоского потока достаточно найти функцию ско-
ростей തܸ ൌ

ௗௐ

ௗ௭
ൌ ଴ܸ݁ି௜ఏ,   как функцию переменной  ܹ ൌ ߮ ൅ ݅߰, 

где  ଴ܸ – величина скорости и  ߠ – угол наклона скорости к оси х. Гра-
ница жидкости изображается линиями тока; поэтому в плоскости 
ܹ ൌ ߮ ൅ ݅߰  потоку соответствует некоторая область, ограниченная 
прямолинейными разрезами, параллельными вещественной оси.  

Используем метод Н.Е. Жуковского, для этого  введем в рассмот-
рение аналитическую функцию [3] 

߱ ൌ ln ଴ܸ

തܸ ൌ ߬ ൅  ,ߠ݅

где  τ ൌ ln
௏బ
௏
,  ଴ܸ- модуль скорости на свободной поверхности.  

Область, занятую движущейся жидкостью, отобразим на верхнюю 
половину параметрической плоскости (ߞ ൌ ߦ ൅  ,Таким образом .(ߟ݅
чтобы точкам A, E, D, C, B, A соответствовали на плоскости  ሺߞሻ зна-
чения ߞா ൌ െ1, ߞ஽ ൌ ஼ߞ ,1 ൌ ஻ߞ ,ܿ ൌ ܾ,  а бесконечно удаленные точки 
на плоскостях ݖ  и ߞ  переходили друг в друга.  

Согласно методу Н.Е.Жуковского, функции ߱ሺߞሻ и ܹሺߞሻ выража-
ются через параметрическую переменную ߞ, изменяющуюся в верхней 
полуплоскости,  и вместо функции ݖሺߞሻ можно искать функцию ߱ሺߞሻ.   

На действительной оси верхней полуплоскости ሺߞሻ функция ߱ሺߞሻ 
удовлетворяет следующим условиям: 
при  ߟ ൌ 0,െ∞ ൏ ߦ ൏ െ1, ߱݉ܫ ൌ 0. 
при  ߟ ൌ 0,െ1 ൏ ߦ ൏ 1,   ܴ݁߱ ൌ 0, на ܧܦ   и   ܦଵܧଵ. 
при   ߟ ൌ 0, 1 ൏ ߦ ൏ ߱݉ܫ ,ܿ ൌ  ;ଵܦଵܥ   на  стенках насадки  СD   и  ߨߙ
при   ߟ ൌ 0, ܿ ൏ ߦ ൏ ܾ, ߱݉ܫ ൌ െߨߚ,	 на  стенках насадки  ܤС   и   ܤଵܥ;  
при  ߟ ൌ 0, ܾ ൏ ߦ ൏ ߱݉ܫ ,∞	 ൌ െ

గ

ଶ
 , на ܣܦ   и   ܦଵܣଵ;

Для того чтобы найти значение в точке  ߞ гармонической в верхней 
полуплоскости  функции ߱ሺߞሻ, принимающей заданные значения на 
оси, используем интегральную формулу Шварца для верхней полу-
плоскости [5] и находим выражение для функции ߱ሺߞሻ. 

Находим сопряженную комплексную скорость: 

ሜܸ ൌ ଴ܸ ൤
ඥ఍ାଵ√௖ିଵା√௖ାଵඥ఍ିଵ

√ଶ	ඥ఍ି௖
൨
ଶሺఉାఈሻ

൤ඥ
఍ିଵ√௕ାଵା√௕ିଵඥ఍ାଵ

	√ଶඥ఍ି௕
൨
ଵିଶఉ

ଵ

௜ሺඥ఍ିଵାඥ఍ାଵሻ

Разделяя действительную и мнимую части в (11), находим распре-
деление скоростей на каждом отрезке границы верхней полуплоско-
сти.  
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Отображение полосы шириной ݍ на верхнюю полуплоскость 
ߞ ൌ ߦ ൅  :осуществляется аналитической функцией  ߟ݅

   ܹሺߞሻ ൌ െ
௤

గ
݈݊ሺ ߞ ൅ 1ሻ ൅ -заданный расход жидко -ݍ где  ,ݍ݅

сти. 
С помощью функций   ௗௐ

ௗ఍
   и  ሜܸ ሺߞሻ  в указанных областях можно 

найти все геометрические характеристики области течения в физиче-
ской плоскости ሺݖሻ.  Конформно отображающую функцию  ݖ ൌ   ሻߞሺݖ
находим из уравнения  

ݖ݀    ൌ ௗௐ

ௗ఍
ቀௗௐ
ௗ௭
ቁ
ିଵ
. ߞ݀

Разделим действительную и мнимую части в последнем выраже-
нии; для нахождения уравнения свободной поверхности в параметри-
ческой форме достаточно проинтегрировать выражения.   

Заключение. Если поток дозвуковой, то, так же как в несжимаемой 
жидкости, поперечное сечение насадки с ростом скорости 
уменьшается,  а с уменьшением скорости – увеличивается. 
Полученные выводы справедливы для произвольных установившихся 
движений идеальной жидкости.  
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Аннотация.  Рассматривается  течение жидкости сужающихся-
расширяющихся насадок, присоединенных к отверстию в вертикаль-
ной стенке. Получена краевая задача для системы уравнений, описы-
вающих стационарное потенциальное течение идеальной несжимае-
мой жидкости. С помощью методов теории аналитических функций 
получено решение поставленной задачи. 
Ключевые слова: идеальная жидкость, насадка, интеграл Бернулли, 
свободная поверхность,  конформное отображение,  комплексный 
потенциал, комплексная скорость. 

Значительная часть задач истечения из сосудов решена Р. Мизесом, 
Н.Е. Жуковским, С.А. Чаплыгиным и другими известными учеными. 
Г.Кирхгоф впервые решил задачи плоских потенциальных струйных 
течений несжимаемой жидкости. Вслед за его работой появилось мно-
го исследований, посвященных плоским струйным потенциальным 
течениям сжимаемой жидкости, в которых даны приближенные мето-
ды, основанные на нахождении решения в плоскости годографа скоро-
сти [1- 3].  

Рассматривается течение идеальной несжимаемой жидкости из су-
жающихся-расширяющихся насадок, присоединенных к отверстию в 
вертикальной стенке. Предполагается, что массовые силы и поверхно-
стные натяжения отсутствуют. Струя жидкости, выходящая из насад-
ки, образует свободную поверхность с неизвестной границей. Давле-
ние на границе струи равно давлению в окружающем пространстве, 
т.е. постоянно. Из интеграла Бернулли следует, что на свободной гра-
нице величина скорости постоянна.  

Для определения плоского потока достаточно найти функцию ско-
ростей   തܸ ൌ ௗௐ

ௗ௭
ൌ ଴ܸ݁ି௜ఏ,  как функцию переменной ܹ ൌ ߮ ൅ ݅߰, где 

଴ܸ - величина скорости и ߠ — угол наклона скорости к оси х. Граница 
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жидкости изображается линиями тока; поэтому в плоскости ܹ ൌ ߮ ൅
݅߰ потоку соответствует некоторая область, ограниченная прямоли-
нейными разрезами, параллельными вещественной оси.  

Метод решения. Используем метод Н.Е.Жуковского [3]. Для этого 
введем в рассмотрение аналитическую функцию ߱ ൌ ln

௏బ
௏ഥ
ൌ ߬ ൅  ,ߠ݅

где	τ ൌ ln
௏బ
௏
,	 ଴ܸ- модуль скорости на свободной поверхности.  

Область, занятую движущейся жидкостью, отобразим на верхнюю 
половину параметрической плоскости (ߞ ൌ ߦ ൅  ,Таким образом .(ߟ݅
чтобы точкам A, E, D, C, B, A соответствовали на плоскости ሺߞሻ значе-
ния ߞா ൌ െ1, ߞ஽ ൌ ஼ߞ ,1 ൌ ஻ߞ ,ܿ ൌ ܾ, а бесконечно удаленные точки на 
плоскостях ݖ и ߞ переходили друг в друга. Согласно методу 
Н.Е.Жуковского, функции ߱ሺߞሻ и ܹሺߞሻ выражаются через параметри-
ческую переменную ߞ, изменяющуюся в верхней полуплоскости, и 
вместо функции ݖሺߞሻ можно искать функцию ߱ሺߞሻ.  

Пусть на действительной оси верхней полуплоскости ሺߞሻ задана 
функция ߱ሺߞሻ. Для того чтобы найти значение в точке ߞ гармониче-
ской в верхней полуплоскости функции ߱ሺߞሻ, принимающей заданные 
значения на оси, используем интегральную формулу Шварца для 
верхней полуплоскости [4] и находим выражение для функции ߱ሺߞሻ: 

߱ሺߞሻ ൌ

݈݊ ൤ √ଶඥ఍ି௖

ඥଵା఍√௖ିଵା√ଵା௖ඥ఍ିଵሻ
൨
ଶఈ

൤ඥ
఍ି௖

ඥ఍ି௕

ඥ఍ିଵ√௕ାଵା√௕ିଵඥ఍ାଵ

ඥ఍ିଵ√௖ାଵା√௖ିଵඥ఍ାଵ	
൨
ଶఉ

ඥ௕ି఍ሺඥ఍ିଵାඥ఍ାଵሻ

ඥ఍ିଵ√௕ାଵାඥ఍ାଵ√௕ିଵ

.    (1)  

Из последнего выражения находим сопряженную комплексную 
скорость: 

ሜܸ ൌ ଴ܸ ൤
ඥ఍ାଵ√௖ିଵା√௖ାଵඥ఍ିଵ

√ଶ	ඥ఍ି௖
൨
ଶሺఉାఈሻ

൤ඥ
఍ିଵ√௕ାଵା√௕ିଵඥ఍ାଵ

	√ଶඥ఍ି௕
൨
ଵିଶఉ

ଵ

௜ሺඥ఍ିଵାඥ఍ାଵሻ

  (2) 

Разделяя действительную и мнимую части в (2), находим рас-
пределение скоростей на каждом отрезке границы верхней полуплос-
кости. Отображение полосы шириной ݍ на верхнюю полуплоскость 
ߞ ൌ ߦ ൅  :осуществляется аналитической функцией ߟ݅

ܹሺߞሻ ൌ െ
௤

గ
݈݊ሺ ߞ ൅ 1ሻ ൅  (3)     ,ݍ݅

где ݍ- заданный расход жидкости. 
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С помощью функций  ௗௐ
ௗ఍

  и ሜܸ ሺߞሻ в указанных областях можно най-
ти все геометрические характеристики области течения в физической 
плоскости ሺݖሻ. Конформно отображающую функцию ݖ ൌ  ሻ находимߞሺݖ
из уравнения  

ݖ݀ ൌ
ௗௐ

ௗ఍
ቀௗௐ
ௗ௭
ቁ
ିଵ
где ௗௐ , ߞ݀

ௗ఍
ൌ െ

௤

గ
	
ଵ

఍ାଵ
.  
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИХ 
ПАРАМЕТРОВ КАЛЬЦИТА ПРИ УДАРНОВОЛНОВОМ  

НАГРУЖЕНИИ 

К.К. Маевский 

Институт гидродинамики им. М.А. Лаврентьева СО РАН, 
Россия, г. Новосибирск, пр. Лаврентьева, 15, 630090 

E-mail: konstantinm@hydro.nsc.ru 

Аннотация. Представлены результаты по моделированию ударно-
волнового нагружения кальцита (CaCO3). Численное моделирование 
ударно-волнового нагружения кальцита выполнено по термодинами-
чески равновесной модели. Построено уравнения состояния для двух 
фаз кальцита. Проведена верификация полученных результатов с 
данными полученными на основании экспериментов и расчетами дру-
гих авторов в диапазоне значений давления от 1 до 1000 ГПа. Пред-
ставленные результаты по кальциту дают основу для рассмотрения 
теоретического уравнения состояния в экстремальных условиях, где 
модельные расчеты в настоящее время демонстрируют значительное 
разнообразие. 
Ключевые слова. Уравнение состояния, ударная адиабата, термоди-
намическое равенство, кальцит 

NUMERICAL SIMULATION OF THERMODYNAMIC  
PARAMETERS OF CALCITE UNDER SHOCK WAVE LOADING 

K.K. Maevskii 

Lavrentyev Institute of Hydrodynamics, SB RAS, 
Russia, Novosibirsk, Lavrentyev Avenue, 15, 630090 

E-mail: konstantinm@hydro.nsc.ru 

Abstract. The results of modeling the shock-wave loading of calcite 
(CaCO3) are presented. Numerical simulation of shock-wave loading of 
calcite is carried out according to the thermodynamically equilibrium mod-
el. The equations of state for two phases of calcite are constructed. The ver-
ification of the results with the data obtained on the basis of experiments 
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and calculations by other authors was carried out in the range of pressure 
values from 1 to 1000 GPa. The presented calcite results provide basis for 
considering the theoretical equation of state under extreme conditions, 
where model calculations currently demonstrate a significant variety. 
Keyword. Equation of state, shock adiabatic, thermodynamic equality, cal-
cite. 

Введение. Кальцит (CaCO3) известен как один из типичных мине-
ралов в осадочных породах на поверхностях Земли и других планет. 
Несмотря на то, что поведение кальцита при ударно-волновом нагру-
жении важно для понимания реакций, вызванных высокоэнергетиче-
ским воздействием, таких как плавление, разложение и ионизация, 
экспериментальные исследования пока ограничены по значению дав-
ления. [1]. При скоростях столкновения метеоритов с Землей более 10 
км/с ожидаются сжатия, соответствующие нагрузкам 200 ГПа и темпе-
ратурам более 5000 К [2]. Следовательно, уравнения состояния при 
более высоких давлениях также необходимы для численного модели-
рования образования кратеров при крупномасштабных ударных явле-
ниях. В настоящей работе моделируется поведение кальцита до 1000 
ГПа. 

Постановка задачи. Расчет ударно-волнового нагружения кальци-
та как смеси фазы низкого и фазы высокого давления выполняется с 
помощью модели, которая основана на предположении, что компонен-
ты смеси при ударно-волновом нагружении находятся в термодинами-
ческом равновесии [3]. Для моделирования поведения конденсирован-
ных фаз используются уравнение состояния типа Ми-Грюнайзена. Вы-
писываются условия динамической совместности на фронте волны в 
виде соотношений Рэнкина-Гюгонио, которые выражают условия со-
хранения массы, импульса и энергии. Условия сохранения потоков 
импульса и энергии выписывается для смеси в целом. Для потока мас-
сы условия сохранения выписывается для каждого компонента от-
дельно. Дополняя полученные выражения условием равенства значе-
ний температур компонентов и уравнениями состояния каждого ком-
понента, находятся ударные адиабаты гетерогенного материала. В об-
ласти фазового перехода компоненты исследуемого образца рассмат-
риваются как смесь фазы низкого и фазы высокого давления. При та-
ком подходе используемая модель позволяет достоверно описывать 
область полиморфного фазового перехода [4]. 

Результаты. На рисунке рис. 1. представлены результаты модели-
рования для образцов кальцита имеющих различные значения плотно-
сти в диапазоне давлений до 100 ГПа, для наглядности расчеты приве-
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дены со сдвигом. Так же показаны данные [5], полученные на основа-
нии экспериментов для исследуемых образцов. На рисунке рис. 2 по-
казаны расчеты для кальцита до значения давления 1000 ГПа с учетом 
полиморфного фазового перехода. Получено описание поведения об-
разцов кальцита в пределах точности эксперимента. 

Рис. 1. Ударные адиабаты кальцита. Расчет: ρ0 = 2,665 г/см3 [1], ρ0 = 
2,020 г/см3 [2], ρ0 = 1,705 г/см3 [3]. Данные 4,5,6 [5]. 

Рис. 2. Ударная адиабата кальцита. Расчет с учетом фазового пере-
хода сплошная линия, пунктирная линия фаза низкого давления, 
штрихпунктирная фаза высокого давления. Данные 1[5], 2[1]. 

Заключение. Выполнено моделирование для кальцита в диапазоне 
значений давления до 1000 ГПа. Рассматриваемая методика может 
быть полезна при расчетах для аналогичных сложных по составу мате-
риалов. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ СТРУКТУРЫ ТУРБУЛЕНТНЫХ  
НЕДОРАСШИРЕННЫХ СВЕРХЗВУКОВЫХ СТРУЙ МЕТОДОМ 

ЛАЗЕРНОГО ПРОСВЕЧИВАНИЯ 

Д.А. Маракасов, А.А. Сухарев, Р.Ш. Цвык  
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Аннотация. Приводится анализ пространственного распределения 
средней плотности воздуха в сверхзвуковой струе из результатов ла-
зерного просвечивания. Алгоритм восстановления средней плотности 
из поперечных относительно оси струи отклонений фронта просвечи-
вающей волны протестирован в экспериментах на вертикальной 
струйной установке ИТПМ СО РАН. Проводится сопоставление ре-
зультатов восстановления с известными из литературы данными 
контактных измерений и с результатами численного моделирования. 
Продемонстрирована хорошая чувствительность локальных наклонов 
волнового фронта к колебаниям плотности воздуха, что открывает 
возможности экспериментального исследования их пространствен-
ной структуры в канале сверхзвуковых струй. 
Ключевые слова: сверхзвуковая струя, лазерное просвечивание, иска-
жения волнового фронта, плотность воздуха, восстановление.  

INVESTIGATION OF THE STRUCTURE OF TURBULENT 
UNDEREXPANDED SUPERSONIC JETS BY LASER 

TRANSILLUMINATION 

D.A. Marakasov, A.A. Sukharev, R.Sh. Tsvyk 

V.E. Zuev Institute of Atmospheric Optics SB RAS 
Russia, Tomsk, Academician Zuev sq., 1, 634055  
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Abstract. Analysis of the spatial distribution of the average air density in a 
supersonic jet based on the results of laser transillumination is performed. 
The algorithm for recovering the average density from deviations of the 
translucent wave front transverse with respect to the jet axis was tested in 
experiments on a vertical jet facility at ITAM SB RAS. The reconstruction 
results are compared with the data of contact measurements known from 
the literature and with the results of numerical simulation. A good sensitivi-
ty of local wavefront slopes to variations of air density has been demon-
strated, which opens up the possibility of an experimental study of their 
spatial structure in the channel of supersonic jets. 
Keywords: supersonic jet, laser transillumination, wavefront distortions, air 
density, reconstruction. 

Введение. Широкие перспективы применения сверхзвуковых струй 
(СЗС) обуславливают необходимость углубленного исследования их 
структуры при различных режимах истечения. Возможность использо-
вания для изучения пространственной структуры СЗС метода просве-
чивания была показана в работе [1], где были зарегистрированы флук-
туации интенсивности лазерного излучения на частотах дискретных 
акустических тонов с амплитудами, во много раз превышающими уро-
вень фона, соответствующий широкополосной турбулентности. Пер-
спективным для исследований является метод измерения искажений 
волнового фронта датчиками положения центра тяжести лазерного 
пучка, прошедшего через СЗС, предложенный в [2]. 

Постановка задачи. По результатам экспериментов, проведенных 
на Вертикальной струйной установке (ВСУ) ИТПМ СО РАН (Новоси-
бирск), проводится восстановление полей средней плотности воздуха в 
недорасширенных СЗС при различных условиях истечения, которые 
сравниваются с известными из литературы результатами исследова-
ний.  

Режим истечения характеризовался числом NPR = Pe/P0, где Pe – 
давление в камере Эйфеля, P0 – давление в окружающем пространстве. 
Исследовались струи с NPR = 2,3,5, что соответствует сверхзвуковому 
режиму истечения. Осредненные по времени поля плотности, темпера-
туры и давления в струе близки к осевой симметрии. Пучок просвечи-
вал струю и направлялся в приемную систему, включающую линейку с 
пятью отверстиями диаметром 2 мм, разнесенными по горизонтали, и 
пять позиционно чувствительных фотодетекторов.  

Изменение плотности воздуха в струе относительно внешней среды 
приводит к флуктуациям и отклонению среднего волнового фронта в 
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пучке и, как следствие, к смещению выделенных диафрагмами пучков, 
которое регистрируется фотодетекторами.  

Результаты 
На основе анализа искажений волнового фронта оптической волны, 

просвечивающей аксиально симметричный поток, продемонстрирова-
на возможность восстановления радиальной зависимости средней 
плотности воздуха. Хорошо прослеживается ячеистая структура пото-
ка при NPR = 3,5 и практически пропадает при NPR = 2, когда скорость 
течения лишь немного превосходит скорость звука. Положение и ха-
рактерные размеры ячеек соответствуют результатам численного мо-
делирования и измерений контактными и PIV методами.  

Заключение. Результаты восстановления поля средней плотности 
хорошо соответствуют известным литературным данным и результа-
там численного моделирования. Локальные отклонения волнового 
фронта достаточно чувствительны и позволяют проводить качествен-
ный и количественный анализ структуры течения в канале сверхзвуко-
вой струи.  

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного 
фонда № 23-29-00483, https://rscf.ru/project/23-29-00483/. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ МОДЕЛИ ОГНЕННОГО СМЕРЧА  
МЕТОДОМ ЛАЗЕРНОГО ПРОСВЕЧИВАНИЯ 

Д.А. Маракасов, Р.Ш. Цвык, А.Н. Шестернин  

ФГБУН Институт оптики атмосферы им. В.Е. Зуева Сибирского  
отделения РАН, 

Россия, г. Томск, пл. Академика Зуева, 1, 634055 

E-mail: mda@iao.ru 

Аннотация. Рассмотрены результаты экспериментальных исследо-
ваний распространения через пламя модельного огненного смерча с 
применением расходящегося и коллимированного пучков. Расходящий-
ся лазерный пучок, пройдя через пламя, направлялся на 5 диафрагм 
диаметром 2 мм, которые выделяли из волнового фронта 5 пучков. Их 
координаты которых измерялись 5-ю позиционно-чувствительными 
фотоприемниками с частотой регистрации до 20 кГц. В расходящем-
ся коллимированном пучке 5 параллельных пучков выделялись до смер-
ча. Анализировались средние отклонения лазерных пучков в факеле. 
Применяя разработанный алгоритм, выполнено восстановление рас-
пределение плотности и температуры среды в различных сечениях 
факела и за его пределами. 
Ключевые слова: модельный огненный смерч, лазерное просвечивание, 
искажения волнового фронта, плотность воздуха, температура, вос-
становление.  

INVESTIGATION OF THE MODEL OF A FIRE TORNADO 
BY THE METHOD OF LASER TRANSILLUMINATION 

D.A. Marakasov, R.Sh. Tsvyk, A.N. Shesternin 

V.E. Zuev Institute of Atmospheric Optics SB RAS 
Russia, Tomsk, Academician Zuev sq., 1, 634055 

E-mail: mda@iao.ru 

Abstract. The results of experimental studies of propagation of optical radi-
ation through the flame of a model fire tornado using divergent and colli-
mated beams are considered. The divergent laser beam, passing through the 
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flame, was directed to 5 diaphragms 2 mm in diameter, which separated 5 
beams from the wave front. Their coordinates were measured by 5 position-
sensitive photodetectors with a registration frequency of up to 20 kHz. In a 
divergent collimated beam, 5 parallel beams stood out before the tornado. 
The mean deviations of laser beams in the plume were analyzed. Using the 
developed algorithm, the distribution of the density and temperature of the 
medium in various sections of the flame and beyond it was reconstructed. 
Keywords: model fire tornado, laser transillumination, wavefront distor-
tions, air density, temperature, recovery. 

Введение. Огненный смерч (ОС) – явление довольно редко реали-
зующееся в природе. Ввиду того, что проведение натурных экспери-
ментов по генерации ОС очень дорого и требует соответствующих 
атмосферных ситуаций, мы используем лабораторную модель этого 
явления. В отличие от известных моделей огненного смерча (МОС), 
мы закручиваем внешний, относительно емкости с горючим, воздуш-
ный поток лопастями, размещенными за пределами и ниже емкости. 
Формирование внешнего потока стабилизирует и закручивает пламя, 
не ограничивая его сверху. 

Возможность использования для исследования аксиально симмет-
ричных потоков газа метода просвечивания была показана в работе [2], 
где были зарегистрированы флуктуации интенсивности лазерного из-
лучения на частотах дискретных акустических тонов с высоким раз-
решением по частоте. Данный доклад посвящен применению для ис-
следования структуры МОС метода измерения локальных искажений 
волнового фронта просвечивающего лазерного пучка, разработанного 
и предложенного в [3].  

Постановка задачи. По результатам экспериментов, проведенных 
на лабораторном стенде МОС, восстановить среднее поле плотности 
воздуха и температуры. Схема экспериментов по регистрации искаже-
ний направления расходящегося лазерного излучения под действием 
плотности в модельном смерче представлена на рис. 1. 

Рис. 1. Схема эксперимента, вид сверху  
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Результаты. Смещения лазерных пучков попрек оси МОС состав-
ляют несколько десятых мрад, вдоль оси – на порядок меньше. При 
расходящемся пучке структура отклонений направления поперек оси 
МОС включает три максимума по всей высоте смерча, которая замы-
вается по мере приближении к концу МОС по высоте и уменьшения 
скорости вращения. При параллельных зондирующих пучках отклоне-
ния в поперечном направлении линейно растут от центра к границе 
смерча, и стремятся к нулю за пределами смерча. 

Результаты восстановления осредненной плотности воздуха дают 
уменьшение в ядре МОС до значений ~0.5 кг/м3, что соответствует 
температурам ~800 К. Полученные результаты хорошо согласуются с 
данными зондовых и тепловизионных измерений [1]. 

Заключение. Представленные результаты позволяют сделать вы-
вод о пригодности метода лазерного просвечивания для эксперимен-
тальных исследований пространственной структуры МОС. Получен-
ные оценки неплохо соответствуют известным экспериментальным 
данным, полученным другими способами, и теоретическим представ-
лениям о газодинамических процессах, протекающих в ядре МОС. 

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного 
фонда № 23-29-00483, https://rscf.ru/project/23-29-00483/. 
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ТЕПЛООБМЕН В ЗАКРУЧЕННЫХ ПОТОКАХ ПРИ МАЛЫХ 
ЧИСЛАХ РЕЙНОЛЬДСА 
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Аннотация. Представлены результаты исследований теплообмена 
закрученных потоках в каналах при низких числах Рейнольдса. Показа-
но, что теплообмен в закрученном потоке зависит от интегральной 
интенсивности закрутки и от способа организации вращения. Уста-
новлено, что теплоотдача потока с постоянным углом закрутки вы-
ше, чем потока, закрученного  по закону вращения твердого тела. 
Ключевые слова. Теплообмен, закрученное течение, турбулентность. 

Введение. Исследование теплообмена в закрученных потоках име-
ет особое значение для многих практических приложений [1]. Закру-
ченные потоки могут формироваться с помощью вихревой лопатки 
или вихревого генератора, а также путем тангенциального ввода жид-
кости или газа в канал. Целью работы является численное исследова-
ние влияния способа закрутки потока на характеристики турбулентно-
го теплообмена. 

Математическая модель. Для описания поля течения жидкости в 
цилиндрическом канале используются двумерные осесимметричные 
уравнения Рейнольдса: 
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Исследования характеристик турбулентности осуществлялось с ис-
пользованием составной модели Ментера SST. 

Для моделирования теплопереноса используется уравнение тепло-
проводности: 
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В уравнении энергии TuCJx  p , TvCJr  p – осевая и
радиальная составляющие турбулентного теплового потока, которые 
определялись с использованием модели WET, разработанной Лаунде-
ром. 

Закрутка потока на входе в канал моделировалась зависимостью 
 nRruw Roin . Значение интегрального параметра закрутки на входе 

при данных граничных условиях можно определить как 
 3Ro2in  n . 

Результаты. На рис. 1 показано изменение Nu  вниз по потоку при 
0n . На участке 10Rx  это изменение характеризуется наличием 

минимума и максимума с координатами minx  и maxx . На участке 

min0 xx   число Нуссельта пропорционально 31Re , что соответству-
ет ламинарному режиму течения. В области maxmin xxx   число Нус-
сельта Nu  пропорционально 23Re , а при Rxx 10max   число Нус-

сельта Nu  пропорционально 8.0Re , что позволяет говорить о турбу-
лентном теплообмене. При Rx 10  зависимость числа Нуссельта от 
числа Рейнольдса определяется показателем степени 1/3, что свиде-
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тельствует о реламинаризации течения. С увеличением параметра n  
зависимость  xNu  претерпевает ряд изменений. При 1n  центро-
бежные силы в ядре потока имеют нейтральный характер, и только в 
пристеночной зоне существует область их активного воздействия на 
течение жидкости. Дополнительная турбулизация течения жидкости не 
приводит к увеличению  теплообмена в ней, и область перехода харак-
теризуется наличием плато с постоянными значениями Nu . При 2n  
центробежные силы способствуют реламинаризации течения жидко-
сти, что приводит к уменьшению теплообмена в ней по сравнению с 
течением при 0n  и одном и том же значении in . При этом зависи-
мость  xNu  становится монотонной. 

Рис. 1. Изменение числа Нуссельта вниз по потоку при 2.2in u м/с, 

680Re   и 0n :  1 – 0in  ; 2 –  0.5; 3 –  1.2; 4 –  2.5; 5 –  8.5 
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ТУРБУЛЕНТНАЯ СТРУКТУРА ТЕЧЕНИЯ  
И РАСПРОСТРАНЕНИЕ ДИСПЕРСНОЙ ФАЗЫ  
В ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ ЗАТОПЛЕННЫХ  
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Аннотация. Выполнено URANS моделирование турбулентной струк-
туры течения и распространения дисперсной фазы в пузырьковой и 
газокапельной затопленных струях. Динамика дисперсной фазы рас-
считывается в рамках эйлерова двухжидкостного подхода.  
Ключевые слова. Газокапельная и пузырьковая газожидкостная зато-
пленные струи, URANS, модель рейнольдсовых напряжений, эйлерово 
описание, турбулентность, распространение дисперсной фазы  

Введение. Двухфазные пузырьковые и газокапельные турбулент-
ные затопленные струи широко применяются в энергетике, химиче-
ской и фармацевтической промышленности и др. Например, процессы 
интенсификации массообмена между газовыми пузырьками и потоком 
жидкостью и транспортировка различных жидкостей с воздушными 
пузырьками в трубопроводах. Образование паровых пузырьков и их 
динамика в элементах гидравлического и энергетического оборудова-
ния. Распыливание жидкого топлива в форсунках ДВС или газовых 
турбин.  

В настоящее время в литературе приведены результаты отдельных 
измерений и численных расчетов осредненных и турбулентных харак-
теристик и концентрации дисперсной фазы в затопленных пузырько-
вых и газокапельных струях. Настоящая работа посвящена численному 
моделированию влияния числа Стокса (диаметра дисперсной фазы) и 
ее концентрации на турбулентную структуру течения и распростране-
ние дисперсной фазы в пузырьковых и газокапельных затопленных 
струй. 

Математическая модель. С использованием системы осреднен-
ных по Рейнольдсу уравнений Навье-Стокса URANS, записанных с 
учетом влияния частиц на процессы переноса в несущей фазе, решает-
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ся задача о динамике двухфазных пузырьковой и газокапельной затоп-
ленной струй [1].  Динамика двухфазного потока описывается с при-
менением эйлерова двухжидкостного подхода. Турбулентность несу-
щей фазы описывалась с использованием эллиптической модели пере-
носа компонент рейнольдсовых напряжений, записанной с учетом воз-
душных пузырьков или капель жидкости. Для расчета пульсаций ком-
понент скорости дисперсной фазы применяются кинетические уравне-
ния, приведенные в [1].  

Результаты моделирования и их анализ. Для пузырьковой струи 
характерно наличие локального максимума в распределении концен-
трации для малых пузырьков (см. рис. 1). Число Стокса осредненного 
движения, представляющее собой отношение времени динамической 
релаксации  к характерному турбулентному макромасштабу f, Stk = 
/f. В качестве турбулентного макромасштаба принималось отноше-
ние радиуса трубы к среднемассовой скорости на ее срезе f = R/Um1. 
Для газокапельной струи получено, что первоначально с ростом ос-
редненного числа Стокса (диаметра капель) наблюдается появление 
ярко выраженного максимума величины концентрации капель на оси 
струи для пузырьковой и газокапельной струй. Это объясняется повы-
шением роли турбулентного миграционного переноса (силы турбофо-
реза). Для случая дальнейшего роста числа Стокса дисперсной фазы 
наблюдается монотонное снижение концентрации дисперсной фазы 
для пузырьковой и газокапельной струй за счет увеличения роли тур-
булентной дисперсии. 

Заключение. В работе выполнено численное моделирование изме-
нения параметров несущей и дисперсной фазы по длине и сечению 
затопленной восходящей струи в зависимости от размера и концентра-
ции частиц в широком диапазоне изменения отношения плотностей и 
диаметров дисперсной (воздушные пузырьки и капли воды) и несущей 
фаз (жидкость и воздух). 

Моделирование газокапельной затопленной струи проведено при 
финансовой поддержке Мегагранта Министерства науки о образова-
ния РФ (номер гранта 75-15-2021-575). Исследование пузырьковой 
струи выполнено в рамках государственного задания ИТ СО РАН по 
программе 121031800217-8. 
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Рис. 1. Распределения объемной концентрации дисперсной фазы на 
оси в пузырьковой (черные линии) и газокапельной (красные линии) 

струях при вариации числа Стокса. 
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Аннотация. В данной работе представлены результаты экспери-
ментальных исследований тушения очага горения растительных го-
рючих материалов (РГМ) при воздействии ударных волн на процессы 
горения. 
Ключевые слова. Природный пожар, ударная волна, пиролиз, детона-
ция. 

Введение. Тушение пожаров при помощи воды или водяных рас-
творов огнегасящих составов исследуется разными научными группа-
ми.  

Очевидно, что ни традиционное тушение пожаров водой, ни туше-
ние за счет воздействия ударных волн не дают желаемой эффективно-
сти. Большим преимуществом применения ударных волн для тушения 
пожара является то, что в результате детонации продуктов пиролиза 
[1] происходит прерывание процесса горения, а также ударная волна 
(УВ) обеспечивает срыв проводников горения [7].  

Постановка задачи. Экспериментальная установка представлена 
на рис. 1.  

Масса образцов РГМ составляла 50 г, влагосодержание образцов –
7-8%, расстояние от ударной волны до очага горения – 0,5 м, угол на-
клона ударной трубы – 53 градуса, средний расход волны при подаче 
форсунки – 58-62 г/с. 
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Рис. 1. Схема экспериментальной установки: 1 – растительный горю-
чий материал (хвоя сосны), 2 – кювета с адиабатическими стенками, 
3 – ударная труба с расширяющимися насадками, 4 – форсунка, 5 – 
резервуар с водой, 6 – насос для воды, 7 – система управления для 
контроля подачи воды, 8 – ИК камера JADE J520SB, 9 – видеокамера. 

Температура элементов РГМ регистрировалась ИК камерой JADE 
J520SB в узком спектральном диапазоне 3.7-3.9 мкм, выбор которого 
обусловлен спектром излучения пламени, рекомендациями и доста-
точным диапазоном измеряемых температур 400-1100 К. Коэффициент 
излучения РГМ составлял 0.95. Скорость съемки составляла 25 кад-
ров/с и выбиралась из необходимости длительной записи для регист-
рации изменения температуры. 

В качестве критерия тушения очага горения выбиралось условие 
снижения температуры поверхности РГМ ниже температуры вспышки, 
которая для хвои сосны составляет около 810 K. Такой выбор критерия 
обусловлен тем, что реакция термического разложения эндотермиче-
ская и без внешнего источника тепла не может самоподерживаться.  

Результаты. Первая серия опытов была проведена без использова-
ния УВ в результате чего была определена масса воды, необходимая 
для тушения модельного очага горения. Следующая серия экспери-
ментов проводилась при воздействии УВ и последующем охлаждении 
элементов РГМ водой. В таблице 1 представлены данные о времени и 
массе воды, необходимых для гарантированного тушения очага горе-
ния. 
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Таблица 1 
Результаты тушения модельного очага горения. 

Вид эксперимента Время тушения, с Масса воды, г
T=810 K T=503 K T=810 K T=503 K

Без воздействия УВ 5.4-5.6 12.68-
12.92 

4.77-5.97 11.2-
13.78 

С воздействием УВ 4.0-4.5 6.2-6.44 3.53-4.8 5.69-6.87

При обработке результатов экспериментов было установлено, что 
снижение температуры поверхности элементов РГМ ниже температу-
ры вспышки не гарантирует полное тушение, т.к. беспламенное горе-
ние может протекать при температуре 450-500 °С, которое в случае 
притока тепла извне (соседний очаг горения) или притока окислителя 
(действие ветра) может перейти в пламенный режим горения.  

Заключение. В данной работе установлено, что в качестве крите-
рия гарантированного тушения очага горения РГМ необходимо выби-
рать не снижение температуры поверхности РГМ ниже температуры 
вспышки, а снижение температуры РГМ ниже 503 К, когда прекраща-
ется тепловыделение в слое. Экспериментально показано, что приме-
нение УВ повышает эффективность тушения очага горения, прояв-
ляющееся в уменьшении времени орошения и массы воды, необходи-
мой для гарантированного тушения. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ТЕЧЕНИЯ ЗАКРУЧЕННОГО ПОТОКА 
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Аннотация. Представлены результаты исследования течения закру-
ченного потока псевдопластической жидкости Сиско в цилиндриче-
ском канале. Установлено, что при течении незакрученного потока в 
окрестности оси течения наблюдается значительный рост значений 
эффективной вязкости. Закрутка потока приводит к росту скоро-
стей сдвиговых деформаций в приосевой части течения и уменьшению 
эффективной вязкости. 
Ключевые слова. реология, псевдопластическая жидкость Сиско, за-
крученное течение. 

Введение 
Развитие химических технологий делает актуальными задачи ис-

следования закономерностей течения и теплообмена неньютоновских 
сред [1]. Одним из определяющих параметров при течении жидкостей, 
является вязкость, которая существенно влияет на структуру течения. 
Математическое моделирование течений реологически сложных сред 
существенно усложняется при наличии закрутки потока на входе в 
канал. Целью работы является исследование течения закрученного 
потока жидкости, описываемой реологической зависимостью Сиско, в 
цилиндрическом канале. 

Математическая модель 
Для описания поля течения используются двумерные осесиммет-

ричные уравнения реодинамики, описывающие баланс массы и коли-
чества движения: 
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Зависимость эффективной вязкости от температуры T и интенсив-
ности сдвиговых сдвиговых напряжений определяется выбором реоло-
гической модели рассматриваемой среды. 

Реологическая модель Сиско имеет вид: 
.1

eff




nkU  
Параметр модели 

  в случае псевдопластических сред характери-
зует эффективную вязкость при бесконечной скорости сдвига. Пара-
метр n  характеризует степень неньютоновского поведения материа-
ла: чем сильнее n  отличается от единицы (в большую или меньшую 
сторону), тем отчетливее проявляется аномалия вязкости и нелиней-
ность кривой течения. 

Закрутка потока на входе в канал моделировалась зависимостью 
 Rruw Roin . 
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Результаты. Рассмотрим особенности распределения эффективной 
вязкости при течении термовязкой псевдопластической жидкости Сис-
ко в канале (рис. 1). В прямоточном и слабозакрученных потоках ра-
диальное распределение эффективной вязкости в периферийной и при-
стеночной областях является однородным и характеризуется относи-
тельно невысокими значениями. В окрестности оси течения наблюда-
ется значительный рост значений эффективной вязкости, обусловлен-
ный низкими значениями сдвиговых напряжений. С ростом закрутки 
потока сдвиговые напряжения в приосевой области возрастают. При 
умеренной закрутке потока это приводит к уменьшению значений эф-
фективной вязкости  в этой части течения и уменьшению максимума 

eff . 

r, м0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10
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Рис. 1. Радиальное распределение эффективной вязкости: 5.0k
Па·с0.5, 5.0 

Па·с, 6.1x м; 1 – 0Ro  , 2 – 3, 3 – 6, 4 – 9, 5 – 12. 

Заключение. В результате анализа влияния теплообмена и реоло-
гических свойств среды на вращение потока можно сделать вывод, что 
с ростом значений числа Россби Ro  в приосевой части течения про-
исходит уменьшение значений эффективной вязкости eff , в результа-
те роста скоростей сдвиговых деформаций в потоках с закруткой; 
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Аннотация. В рамках подхода атом-атомных взаимодействий и с 
использованием теории сферических потенциалов рассматривается 
состояние гелий-ксенон-фуллереновой смеси в однородных условиях. 
Показано, что равновесное распределение Максвелла для гелия дости-
гается за время 1 нс, для ксенона за 10 нс. При этом фуллереновая 
фракция демонстрирует отсутствие равновесия по распределению 
скоростей, так и по сближению трансляционной энергии с энергией 
вращения на всем расчетном интервале в 100 нс. 
Ключевые слова. молекулярная динамика, энергия газовых компонент, 
газово-фуллереновая смесь. 

Введение. Наноструктуры на основе углерода, такие как фуллере-
ны, привлекли широкое внимание исследователей по всему миру бла-
годаря своим уникальным свойствам. В наномасштабе одним из усто-
явшихся подходов к изучению пористых структур является молеку-
лярно-динамическое (МД) моделирование. Оно особенно полезно для 
количественной оценки основных взаимодействий и динамических 
процессов. Данное исследование посвящено численному моделирова-
нию динамики фуллерен-газовой смеси в выделенном объеме. 

Постановка задачи. Уравнения движения частиц газовой смеси 
построены с использованием методов молекулярной динамики. Одна-
ко фуллерены являются достаточно крупными молекулярными телами, 
поэтому при расчете их движения необходимо учитывать повороты 
этих тел. Будем определять повороты используя подходы классиче-
ской механики, а именно из теоремы о моменте количества движения, 
как в подходе Эйлера. Однако предлагается отказаться от использова-
ния от углов Эйлера. Если в процессе расчетов будут определяться 
координаты всех центров сосредоточения сил и массы, то не нужно 
стремиться к упрощению тензора инерции. Все его компоненты могут 
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быть найдены по следующим формулам в каждый момент времени 
расчета: 
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Все вычисления в этом случае сводится к нахождению проекции 

угловой скорости фуллерена на оси абсолютного базиса из уравнений 
неразрешенных относительно этих проекций. 

Результаты. В однородных условиях нет необходимости рассмат-
ривать весь заявленный объем, и в рассматриваемом случае выделен-
ный представительный объем (рисунок 1) в виде куба с ребром 10 нм, 
позволяет рассматривать совсем небольшое количество перемещаю-
щихся газовых частиц (20 атомов гелия и 20 ксенона) и тем самым су-
щественно сократить время вычислений. 

Рис. 1. Представительный объем газа: атомы гелия и ксенона  
(отмечены точками), 2 фуллерена C60 

На рисунке 2 показана энергия поступательного перемещения фул-
леренов, энергия их вращений, а также их средняя арифметическая 
величина. Эти энергии осреднены по ансамблю всех фуллеренов, а 
также по единичному временному интервалу в 1 нс. Как видно из ри-
сунка крупные частицы (фуллерены) постоянно находятся в возму-
щенном состоянии, и можно говорить о равновесии лишь в глобальном 
смысле, т.е. о равенстве энергий на больших временах осреднения. 
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Рис. 2. Осредненная по предшествующему единичному интервалу  
времени энергия обоих фуллеренов 

Заключение. Расчеты состояния смеси инертных составляющих с 
различной молекулярной массой показали, что равновесие в системах 
частиц определенного сорта устанавливается за различное время. При-
чем фракция фуллеренов находится в возмущенном состоянии в тече-
ние всего расчетного интервала. Энергия вращения фуллеренов суще-
ственно отличается от энергии их трансляционных движений и каждая 
из этих характеристик испытывает долгопериодические возмущения. 
При этом их среднеарифметическая величина приближается к энергии, 
отвечающей заданной температуре системы лишь на интервале осред-
нения существенно больше 100 нс. 

Работа выполнена при поддержке Министерства науки  
и высшего образования РФ (соглашение № 075-02-2023-943) 
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ФЛУКТУАЦИЙ  
ИНТЕНСИВНОСТИ ЛАЗЕРНОГО ПУЧКА, ПЕРЕСЕКАЮЩЕГО 

ЛАБОРАТОРНУЮ МОДЕЛЬ ОГНЕННОГО СМЕРЧА 

М.В. Шерстобитов, Р.Ш. Цвык 

Институт оптики атмосферы имени В.Е.Зуева СО РАН 
Россия, г. Томск, пл. площадь Академика Зуева, 1, 634055 

E-mail: shmike@iao.ru, tsvyk@iao.ru 

Аннотация. Использовались данные из 2 серий экспериментов по фи-
зическому моделированию огненного смерча: 1- при взаимодействии 
винтообразно закрученного восходящего воздушного потока с пламе-
нем этанола в неподвижной емкости на оси потока, 2- с вращающим-
ся источником горения с закрепленным соосно цилиндрическим экра-
ном. Для спектров мощности пульсаций лазерного пучка была подоб-
рана аппроксимирующая кривая. Кривая служила основой для матмо-
делирования флуктуаций интенсивности лазерного пучка, распро-
страняющегося через модель огненного смерча методом одномерного 
фазового экрана. Получено хорошее согласие модельных и экспери-
ментальных данных. 
Ключевые слова. Огненный смерч, одномерный фазовый экран, лазер-
ное просвечивание, флуктуации интенсивности. 

Введение. Выполнено численное моделирование зажигание уголка 
строительного материала набором «горячих» частиц. Задача рассмат-
ривается в декартовых координатах в трехмерной постановке. При 
обширных техногенных и природных пожарах, иногда возникают ко-
лоннообразные огненные вихри, высотой кратно большей, чем при 
обычном протекании горения. Такое явление по аналогии с атмосфер-
ным торнадо называется огненным смерчем (ОС). С 1950-х годов ве-
дутся исследования ОС с помощью математических и физических мо-
делей огненного смерча (МОС) [1]. Вопрос имитации огненного смер-
ча с помощью факела пламени, образующегося при горении этанола в 
неподвижной емкости, установленной на оси восходящего закрученно-
го воздушного потока, описан в нашей работе [4]. Наряду  с упомяну-
тым способом в литературе есть и другие, например, вращение цилин-
дрического экрана вокруг источника пламени (вращающегося совме-
стно с экраном, либо неподвижного) [3]. Кроме того, представляет ин-
терес численное моделирование флуктуаций интенсивности лазерного 
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пучка, пересекающего упомянутые 2 типа моделей. Таким образом, 
целью настоящего исследования было получить МОС для случая с 
вращающимся экраном, а также провести численное моделирование 
флуктуаций интенсивности лазерного пучка пересекающего эти 2 мо-
дели, включая случай свободного горения топлива без закрутки. 

Схема эксперимента и анализ результатов. Для получения МОС 
при вращении экрана вокруг источника пламени первоначально была 
создана установка (малая) с цилиндрическим сетчатым проволочным 
экраном диаметром 9 см, источником горения диаметром 3 см. Такой 
площадки горения оказалось недостаточно для роста высоты пламени. 
При вращении сетки, наоборот, наблюдалось подавление высоты пла-
мени. При создании следующей (средней) установки с экраном-сеткой 
диаметром 13,5 см, источника горения диаметром 7см оказалось дос-
таточно для возникновения МОС, подобного [3]. Дополнительно ана-
лизировались данные полученные ранее на установке с крыльчаткой 
[4]. Лазерное просвечивание проводилось для МОС установок со сред-
ней сеткой и крыльчаткой, а также для свободного горения топлива. 
Зондирующий расходящийся ЛП ( λ=0,63 мкм) просвечивал МОС. Из-
лучение ЛП принималось на ФЭУ, перед которым устанавливалась 
диафрагма 0,1мм. Сигналы с ФЭУ оцифровывались с частотой 100 кГц 
и записывалось по 106 отсчетов. Рассчитывались спектры мощности 
флуктуаций интенсивности лазерного пучка по следующей формуле: u 
(f) = f * W (f). Здесь W (f) - спектральная плотность сигнала БПФ от 
временной последовательности пульсаций интенсивности лазерного 
луча, а f - частота. Для численного моделирования предполагалось за-
менить такой спектр аппроксимационным. Простейшим способом, 
оказалось, разбить спектр на 5 интервалов (Рис.1) и, используя метод 
одномерного фазового экрана, подобно тому, как описано в [2], про-
вести численное моделирование. Можно условно именовать каждый из 
интервалов: 1 - начальный участок, 2 - энергетический интервал, 3 - 
инерционный интервал, 4 - интервал диссипации кинетической энер-
гии (вязкий интервал), 5 – шум (обусловлен шумом АЦП и пр.). Далее 
были рассчитаны частотные диапазоны и коэффициенты наклона всех 
5 интервалов для всех проведенных экспериментов по лазерному про-
свечиванию МОС. В результате моделирования были получены после-
довательности флуктуаций интенсивности лазерного пучка для всех 
трех упомянутых серий экспериментов. Для проверки правильности 
моделирования в программе предусмотрено построение спектра мощ-
ности флуктуаций интенсивности. Такое сравнение спектров было 
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проведено для всех условий эксперимента. Во всех случаях наблюда-
лось согласие с экспериментальными данными. 

Рис. 1. Схема разбиения спектра на интервалы 

Выводы. В данной работе было установлено:1- Смоделированные 
флуктуации интенсивности лазерного пучка дают спектр мощности 
подобный экспериментальному; 2- В смоделированном  спектре мощ-
ности флуктуаций интенсивности лазерного пучка происходит «сгла-
живание» первоначально угловато заданного аппроксимационной кри-
вой спектра 

Работа выполнена в рамках госзадания ИОА СО РАН. 
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ОСОБЕННОСТИ ЭВОЛЮЦИИ КОГЕЗИОННОЙ ЗОНЫ  
В ПРОЦЕССЕ ДИНАМИЧЕСКОГО РОСТА ТРЕЩИН  
В ХРУПКИХ И КВАЗИХРУПКИХ МАТЕРИАЛАХ 
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Аннотация. Скорость и режим роста трещин определяются слож-
ными низкоуровневыми процессами в когезионной зоне, где происходит 
подготовка прироста трещины. В докладе представлены результаты 
численного изучения эволюции когезионной зоны в процессе динамиче-
ского распространения трещин продольного сдвига в хрупких и ква-
зихрупких материалах. Исследование проведено с использованием ди-
намической модели разрушения, учитывающей конечное время инкуба-
ции локального разрушения. Результаты моделирования позволили 
выявить влияние инкубационного периода локального разрушения на 
скорость и режим роста трещин, а также на протяженность коге-
зионной зоны. 
Ключевые слова. Хрупкое разрушение, Трещина продольного сдвига, 
Когезионная зона, Метод дискретных элементов. 

FEATURES OF THE EVOLUTION OF THE COHESIVE ZONE 
DURING THE DYNAMIC CRACK PROPAGATION IN BRITTLE 

AND QUASI-BRITTLABLE MATERIALS 

E.V. Shilko1,2, A.S. Grigoriev1 

1 Institute of Strength Physics and Materials Science of SB RAS, Russia, 
Tomsk, 2/4, pr. Akademicheskii, 634055 
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Abstract. The velocity and the mode of crack growth are determined by 
complex low-level processes in the cohesive zone, where crack growth is 
prepared. Here, we discuss the results of a numerical study of the evolution 
of the cohesive zone during the dynamic propagation of longitudinal shear 
cracks in brittle and quasi-brittle materials. The study was performed using 
a dynamic fracture model that takes into account the finite time of local 
fracture incubation. The simulation results made it possible to identify the 
influence of the time of local fracture incubation on the velocity and the 
mode of crack growth, as well as on the cohesive zone length. 
Keywords. Brittle fracture, Longitudinal shear crack, Cohesive zone, Dis-
crete element method. 

Введение. Хрупкие материалы склонны к динамическому разру-
шению путем динамического роста трещин. Характерная скорость и 
стабильность процесса роста трещины зависят не только от величины 
макроскопических упругих констант и прочности, но в еще большей 
степени от вязкости разрушения. Последняя контролируется особен-
ностями его внутренней структуры. Повышение вязкости разрушения 
хрупких материалов может достигаться усложнением их внутренней 
структуры, в том числе включениями других фаз, связанной поровой 
структурой, микротрещинами с преимущественной ориентацией и т.д. 
Динамика роста трещины определяется процессами инкубации разру-
шения в узкой фронтальной области, называемой когезионной зоной. 
Понимание закономерностей эволюции этой области позволяет про-
гнозировать режим распространения трещины, анализировать влияние 
внутренней структуры материала и в конечном итоге – управлять раз-
рушением. Настоящая работа посвящена теоретическому изучению 
особенностей изменения протяженности и напряженного состояния 
когезионной зоны в процессе роста трещин продольного сдвига в 
хрупких и квазихрупких материалах. 

Постановка задачи. Моделировался процесс распространения 
трещины продольного сдвига в модельных материалах, характери-
зующихся одинаковыми значениями упругих констант и статической 
прочности, но различными значениями времени инкубации разруше-
ния (последнее напрямую связано с вязкостью разрушения). Отметим, 
что увеличение инкубационного времени разрушения эффективно ха-
рактеризует усложнение внутренней (например, дефектной) структу-
ры. Исследование проводилось путем компьютерного моделирования 
методом дискретных элементов с использованием модели динамиче-
ского разрушения хрупких материалов, которая базируется на принци-
пах структурно-кинетической (физической) теории прочности. Анали-
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зировалось влияние времени инкубации разрушения на динамику рос-
та трещины, длину и напряженное состояние когезионной зоны.  

Результаты. Установлено, что среднее значение длины когезион-
ной зоны и динамика ее изменения в процессе динамического роста 
трещины однозначно определяются величиной времени инкубации 
локального разрушения. При относительно небольших значениях вре-
мени инкубации скорость распространения трещины сравнима со ско-
ростью волны Рэлея, а размер когезионной зоны мал и в процессе рас-
пространения трещины претерпевает периодические колебания. Дан-
ный случай соответствует хрупким материалам с однородной низко-
дефектной структурой или высокопрочным интерфейсам, включая 
«залеченные» разломные зоны в земной коре. Увеличение времени 
инкубации приводит, как к замедлению роста трещины, так и к увели-
чению среднего значения протяженности когезионной зоны. При этом 
режим колебаний длины когезионной зоны претерпевает качественное 
изменение от регулярного (периодического) к нерегулярному (стохас-
тическому). Последнее объясняет неустойчивый характер динамиче-
ского распространения медленных трещин. Медленный неустойчивый 
(в том числе прерывистый) рост трещин характерен для квазихрупких 
материалов с сильно неоднородной структурой, в том числе со специ-
ально созданной слоистой структурой или специально организован-
ным ансамблем несплошностей низкого масштаба. 

Заключение. Таким образом, временной (время инкубации локаль-
ного разрушения), а не пространственный (когезионная зона) параметр 
является физическим структурно-зависимым параметром, определяю-
щим динамику разрушения хрупких материалов и в конечном итоге – 
вязкость разрушения. Следует отметить, что величина времени инку-
бации разрушения однозначно определяется на основе стандартных 
динамических механических испытаний. Это делает перспективным 
использование динамических механических моделей для детального 
описания развития разрушения в материалах со сложной микрострук-
турой (включая формирование и развитие когезионной зоны перед 
вершиной растущей трещины). 

Работа выполнена в рамках государственного задания ИФПМ 
СО РАН, тема FWRW-2021-0002. 
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Секция 7 
Теория вероятностей  
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Аннотация. В докладе представлены аналитические модели с исполь-
зованием метода Байеса прогнозирования чрезвычайных ситуаций 
природного характера, а именно: теоретико-вероятностные модели 
прогнозирования лесных пожаров, последствий землетрясений и на-
воднений вследствие паводков. 
Ключевые слова. Байесовские модели, чрезвычайные ситуации при-
родного характера, лесные пожары, землетрясения, наводнения. 

BAYESIAN MODELS FOR FORECASTING NATURAL 
EMERGENCIES 

V.A. Akimov, M.V. Bedilo, E.O. Ivanova 

All-Russian Research Institute for Civil Defense and Emergency Situations 
of the Ministry of Emergency Situations of Russia, 

Annotation. The report presents analytical models using the Bayesian 
method for predicting natural emergencies, namely: probabilistic models 
for predicting forest fires, the consequences of earthquakes and floods. 
Keywords. Bayesian models, natural disasters, forest fires, earthquakes. 

Введение. В данной статье выполнено моделирование с использо-
ванием метода Байеса основных параметров чрезвычайных ситуаций 
природного характера, вызванных лесными пожарами, землетрясения-
ми и наводнениями. 

Постановка задачи. На основе байесовских моделей спрогнозиро-
вать параметры чрезвычайных ситуаций природного характера, источ-
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никами которых являются лесные пожары, землетрясения и наводне-
ния [1]. 

Результат 1. Основными параметрами лесного пожара (ЛП) явля-
ются площадь и скорость ЛП [2]. Прогнозируемая площадь верхового 
ЛП (ܵЛП, га) определяется по формуле: 

ܵЛП ൌ ܵЛП
расчሺ100 ൅ ሺെሻܦሻ/100,

где: ܵЛП
расч — расчетное значение площади ЛП, га; D — отклонение, %,

соответствующее гипотезе, имеющей максимальную вероятность.  
Расчет средней скорости фронта верхового ЛП осуществляет-

ся по формуле: 

фрсрߥ
௝ ൌ

∑ фр௜ߥ
ேೕ
௜ୀଵ

௝ܰ
,

где: j — диапазон значений скорости ветра; Nj — количество верховых 
ЛП, ед.; νфрi — скорость фронта i-ого верхового ЛП, м/мин. 

Основные показатели распространения низовых ЛП рассчитывают-
ся по модели Ротермела. 

Результат 2. В модели «Землетрясение» вероятностной оценке с 
использованием байесовского классификатора подлежат следующие 
параметры [3]: степень повреждения здания, количество людей в по-
врежденных зданиях.  

Результат 3. В составе обучающего множества модели «Наводне-
ние» наиболее значимыми показателями, характеризующими реку-
пункт, являются ее расчетные гидроморфологические параметры в 
паводкоопасный период [4].  

Заключение. В данной статье на основе байесовских моделей 
спрогнозированы некоторые параметры чрезвычайных ситуаций при-
родного характера, источниками которых являются лесные пожары, 
землетрясения или наводнения [5]. 
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Аннотация. В докладе представлены аналитические модели с исполь-
зованием метода Байеса прогнозирования некоторых чрезвычайных 
ситуаций техногенного характера. 
Ключевые слова. Байесовские модели, чрезвычайные ситуации техно-
генного характера, отключение теплоснабжения, отключение элек-
троснабжения, разлив нефти и нефтепродуктов, сброс жидких тех-
нологических отходов в гидросферу, выброс опасных химических ве-
ществ в окружающую среду. 

BAYESIAN MODELS FOR PREDICTION OF EMERGENCY 
SITUATIONS OF A MAN-CAUSED CHARACTER 

V.A. Akimov, E.O. Ivanova, Yu.A. Shishkov 

All-Russian Research Institute for Civil Defense and Emergency Situations 
of the Ministry of Emergency Situations of Russia  

Annotation. The report presents analytical models using the Bayesian 
method for predicting some emergency situations of a man-made nature. 
Keywords. Bayesian models, man-made emergencies, heat supply cuts, 
power supply cuts, oil and oil product spills, discharge of liquid technologi-
cal waste into the hydrosphere, release of hazardous chemicals into the 
environment. 

Введение. В данной статье выполнено моделирование основных 
параметров некоторых чрезвычайных ситуаций техногенного характе-
ра. 
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Постановка задачи. На основе байесовских моделей спрогнозиро-
вать параметры чрезвычайных ситуаций техногенного характера, вы-
званных отключением теплоснабжения, отключением электроснабже-
ния, разливом нефти и нефтепродуктов, сбросом жидких технологиче-
ских отходов в гидросферу, выбросом опасных химических веществ в 
окружающую среду [1]. 

Результат 1. Модель «Отключение теплоснабжения». Основные 
расчетные зависимости определения показателей надежности тепло-
снабжения потребителя, присоединенного к тепловой сети системы 
теплоснабжения, представлены в [2]. 

Результат 2. Модель «Отключение электроснабжения». При 
авариях на электросетях важное значение приобретает своевременное 
выявление потребителей, последствия прекращения передачи электри-
ческой энергии которым несут наибольший ущерб жизнедеятельности 
населения [3]. 

Результат 3. Модель «Разлив нефти и нефтепродуктов (РНН)». 
Основными прогнозными параметрами РНН являются: прогнозируе-
мая площадь РНН; прогнозируемая масса вылившейся нефти или неф-
тепродуктов [4]. 

Результат 4. Модель «Сброс жидких технологических отходов 
(ЖТО) в гидросферу». Оценке подлежит концентрация вещества, 
входящего в состав ЖТО [5]. 

Результат 5. Модель «Выброс опасных химических веществ 
(ОХВ) в окружающую среду». Вероятностной оценке подлежат сле-
дующие параметры: мощность выброса; концентрация ОХВ в месте 
размещения системы (поста) мониторинга [6]. 

Заключение. В данной статье спрогнозированы некоторые пара-
метры чрезвычайных ситуаций техногенного характера, вызванных 
отключением теплоснабжения, отключением электроснабжения, раз-
ливом нефти и нефтепродуктов, сбросом жидких технологических от-
ходов в гидросферу, выбросом опасных химических веществ в окру-
жающую среду. 
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Аннотация. В процессе работы оценены параметры регрессионных 
моделей, которые используются в функциях Кори для аппроксимации 
кривых относительных фазовых проницаемостей по нефти и по воде. 
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Annotation. In the course of the work, the parameters of regression models 
were estimated, which are used in Corey's functions to approximate the 
curves of relative phase permeabilities for oil and water. 
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Введение. На основе реальных данных, полученных на одном из 
месторождений Западной Сибири были построены четыре регрессион-
ные модели, три из которых – модели множественной линейной рег-
рессии. Статистическими методами была выполнена проверка качества 
построенных регрессионных моделей.  

Постановка задачи. В нефтегазовой отрасли имеется потребность 
измерять фазовые проницаемости по воде, нефти и газу для данного 
образца горной породы, чтобы оценить ее способность пропускать 
сквозь себя газ и флюиды.  

В лабораторных условиях объектом испытания является единич-
ный или составной образец породы в виде цилиндров диаметром 30 мм 
и длиной 30-45 мм, приготовленный из керна изучаемого пласта и 
ориентированный параллельно напластованию. Компоновка составно-
го образца происходит таким образом, чтобы по направлению вытес-
нения нефти водой каждый последующий образец имел меньшую про-
ницаемость.  

Определение фазовых проницаемостей проводится при изменении 
соотношения воды и нефти в фильтрационном потоке от чистой нефти 
до чистой воды таким образом, чтобы суммарная объемная скорость 
фильтрации оставалась постоянной. Она выбирается, исходя из ожи-
даемых скоростей фильтрации при принятой системе разработки изу-
чаемого объекта, но не должна превышать в пересчете на линейную 2 
м/сут. Испытания проводят в шести режимах: 

● При отсутствии воды в потоке;
● При 5 % содержания воды в потоке;
● При 25 % содержания воды в потоке;
● При 50 % содержания воды в потоке;
● При 75 % содержания воды в потоке;
● При 100 % содержания воды в потоке.
После каждого режима замеряют объемы вышедших из образца 

жидкостей и рассчитывают проницаемости по формуле Дарси: 

݇ ൌ ߤ
ܳ ∙ ܮ
Δܲ ∙ ܣ

, 

где  
݇ - проницаемость пористой среды, мଶ; 
 ;динамическая вязкость флюида, Па·с - ߤ
∆ܲ ൌ ଵܲ െ ଶܲ  - перепад давления, Па; 
 ;длина образца пористой среды, м - ܮ
 ;площадь фильтрации, мଶ -ܣ
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ܳ – объемный расход флюида или газа, м
య

с

Для аппроксимации кривых относительных фазовых проницаемо-
стей по нефти и воде используются функции Кори, которые имеют 
вид: 

௥௢ܭ ൌ ܵ௢௡
ே೚, ܵ௢௡ ൌ

1 െ ܵ௪ െ ܵ௢௥
1 െ ܵ௪௜ െ ܵ௢௥

, 

௥௪ܭ ൌ ܵ௪௡	௥௪′ܭ
ேೢ,			ܵ௪௡ ൌ

ܵ௪ െ ܵ௪௜
1 െ ܵ௪௜ െ ܵ௢௥

. 

где: 
ܵ௪  – водонасыщенность; 
ܵ௪௜ –  начальная водонасыщенность; 
ܵ௢௥ –  остаточная нефтенасыщенность; 
ܵ௢௡ – нормализованная нефтенасыщенность; 
ܵ௪௡ – нормализованная водонасыщенность; 
 ;௥௢ – относительная фазовая проницаемость по нефтиܭ
௥௪ܭ  – относительная фазовая проницаемость по воде; 
,௥௪′ܭ ௢ܰ,ܰ௪ – неизвестные регрессионные параметры в функциях Ко-
ри. 

Результаты. В результате использования линейных регрессионных 
моделей получены МНК-оценки для неизвестных параметров, по-
строены аппроксимации для кривых относительных фазовых прони-
цаемостей по нефти и воде, а также планируется построить модели 
зависимости между «дорогими» и «дешевыми» параметрами проведе-
ния эксперимента с использованием полученных в работе результатов.  

Заключение. Полученные результаты планируется использовать на 
практике для построения моделей кривых относительной фазовой 
проницаемости для нефтяных месторождений Западной Сибири. 
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МИНИМАКСНОЕ ОЦЕНИВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ  
ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 

С.Б. Кологривова, Е.А. Пчелинцев 
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государственный университет,  
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Аннотация. В данной работе рассматривается проблема оценки па-
раметров семейства экспоненциальных распределений. Разработана 
минимаксная процедура оценивания, которая обобщает подход 
Джеймса-Стейна на более широкий класс распределений. Предлагае-
мая оценка доминирует классическую оценку максимального правдо-
подобия в смысле квадратического риска.  
Ключевые слова. Семейство экспоненциальных распределений, квад-
ратический риск, оценка максимального правдоподобия, минимаксное 
оценивание. 

MINIMAX PARAMETER ESTIMATION FOR A FAMILY 
OF EXPONENTIAL DISTRIBUTIONS 

S.B. Kologrivova, E.A. Pchelitsev 

Tomsk State University, Russia, Tomsk, Lenina av., 30, 634050 

E-mail: skologrivova@gmail.com 

Abstract. We consider the problem of parameter estimation for family of 
exponential distributions. We develop a minimax estimation technique, that 
generalizes the James-Stein approach to a broader class of distributions. 
The proposed estimate dominates the classical maximum likelihood estima-
tor under quadratic risk.  
Keywords. Family of exponential distributions, quadratic risk, maximum 
likelihood estimator, minimax estimation 

Введение. Известно, что существует множество различных мето-
дов оценивания неизвестных параметров. Например, оценка макси-
мального правдоподобия (ММП) долгое время считалась лучшей в 
своем классе, однако Ч. Стейном в [2] было показано, что оценка 
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ММП не является оптимальной в своем классе при d ≥ 3. Данный ре-
зультат справедлив для случая оценивания среднего многомерного 
нормального распределения. Одним из первых вопросом улучшенного 
оценивания параметров экспоненциальных распределений занялся 
Хадсон [1]. В [3] была представлена модифицированная оценка типа 
Джеймса-Стейна для оценивания среднего в модели регрессии с ус-
ловно-гауссовским шумом. Такая оценка доминирует оценку ММП 
при d ≥ 2, когда преимущества оценки Джеймса-Стейна и модифика-
ции Хадсона проявляются только при d ≥ 3. 

Целью данной работы является построение минимаксной оценки 
для параметров экспоненциальных распределений. 

Постановка задачи. Пусть 1( ,..., )dX X X – вектор независимых
случайных величин, распределение i-ой компоненты которого задается 
плотностью 

( ) exp{ ( ) ( )} ( ), 1,..., ,
i i if x b x k x i d        (1.1) 

1( ) ( ( )) , , ,i i ib x a x dx a k   – некоторые Թ → 	Թ функции, 

1( ,..., )d    – вектор неизвестных параметров из компактного мно-
жества  Θ ⊂ Թௗ . Задача – оценить вектор   по наблюдениям X . 

Пусть ( )  – разность среднеквадратических рисков оценки 
максимального правдоподобия

0 X  (1.2)
и предлагаемой смещенной оценки 

*
0 ( )g X   (1.3)

где g: Թௗ → 	Թ – измеримая функция. 
Результаты.  
Теорема 1. Пусть компоненты вектора X  имеют плотности (1.1). 

Тогда для всех d ≥ 2 оценка (1.2) доминируется оценкой (1.3) с 

( ) ( )i

c
g X b X

S
  , где 2

1
( )

d

i

S b X


  , т.е. ( ) 0  для всех 

*0 2( 1)c d a    . 
Следствие 1. Пусть вектор X ~ N(θ, I). Тогда для всех 2d 

а) 2 1( ) 2 ( 1) 0с c d E
X     ; 
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б) оценка (2.2) доминируется оценкой (2.3) с ( ) icx
g x

x
   для всех 

*0 2( 1)c d a   ,   1* *a q d


  ; 

в) наибольший выигрыш достигается при * *( 1)с d a  . 
Следствие 2. Пусть вектор X ~ Gamma(μ,1). Тогда для всех 2d 

а)  2
1

1( ) 2 ( 1) 0, ln ln ,..., ln
ln dс c d E X X X

X      ; 

б) оценка (2.2) доминируется оценкой (2.3) с ln( )
ln

ic x
g x

x
   для 

всех *0 2( 1)c d a   ,   1/ 2*a md
 ; 

в) наибольший выигрыш достигается при * *( 1)с d a  . 

Заключение. В работе построена минимаксная оценка для пара-
метров семейства экспоненциальных распределений, которая превос-
ходит оценку максимального правдоподобия.  
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Аннотация. Рассматривается задача непараметрического оценива-
ния для модели непрерывной регрессии с негауссовским шумом Леви 
малой интенсивности при условии, что наблюдения доступны только 
в дискретные моменты времени. Строится новая процедура оценива-
ния, для которой показано, что скорость сходимости с точностью до 
логарифмического коэффициента равна параметрической, т.е. вы-
полняется свойство супер-эффективности. 

В работе рассматриваем негауссовскую регрессионную модель Ле-
ви в непрерывном времени, введенную в [1], т.e. 

( )t tdy S t d t d   , 0 1t  , 
где ( )S   - неслучайная неизвестная ሾ0,1ሿ → Թ функция из пространства 

 2 0,1 ,  0 1t t


 
 - ненаблюдаемый шум, определяемый процессом 

Леви и 0   - интенсивность шума. Мы изучаем задачу оценивания 
для этой модели в непараметрической постановке, т.е. предполагаем, 
что 

1
( ) ( )j j

j

S t t 




  , 0 1t  . 

Здесь коэффициенты Фурье 1( )j j   принадлежат эллипсу Θ в 

 2 0,1 :

  2
2

1

0,1 : j j
j

S a r




 
   

 
 , 

где 2 kj
ja e



  с фиксированными постоянными параметрами 0 1   

и 0  ; 1( )j j   - ортонормированный базис в  2 0,1 . Относительно 
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шумового процесса  0 1t t


 
 предполагаем, что он моделируется про-

цессом Леви вида 
1 2t t tw z     и ( )t tz x      , 

где ߩଵ и ߩଶ – некоторые неизвестные мешающие параметры,  0 1t t
w

 
 - 

винеровский процесс, “*” обозначает стохастический интеграл по 
скомпенсированной мере скачков, ( )ds dx  - мера скачков с детерми-
нированным компенсатором ( ) ( )ds dx ds dx   , ( )   - неизвестная ме-
ра Леви такая, что 

2( ) 1x   и 4( )x  , 

с 
\{0}

(| | ) | | ( )m mx z dz  


. Обозначим через Q  - распределение про-

цесса  0 1t t


 
 и через *Q  - семейство таких распределений на про-

странстве Скорохода [0,1]D , для которых  
2

* 10     и 2 2 *
1 2    , 

где неизвестные границы *
*0     могут быть функциями от ε, т.e. 

* * ( )    и * *( )    такие, что для любого 0 

*0
lim inf ln ( ) 0


  


  и *

0
lim inf ln ( )


  


  . 

Задача заключается в разработке эффективных методов оценивания 
функции регрессии S, при 0  , на основе дискретных наблюдений   

0( )
lt l ny    и l

l
t

n
 , 

где объем выборки n – есть функция от интенсивности ε, т.e. n n   

такая, что 2( )n O   при 0  . Для изучения качества оценки Ŝ

(т.e. любой измеримой функции от наблюдений 0( )
lt l ny   ), используем 

робастный риск 

*

* ˆ ˆ( , ) sup ( , )Q
Q Q

R S S R S S





 ,    (1) 

2ˆ ˆ( , ) :Q QR S S S S E  и 
1

2 2

0

( )S S t dt  .

Мы рассматриваем задачу минимаксного оценивания, т.е. наша ос-
новная цель – минимизировать риск (1) по всем возможным процеду-
рам оценивания Ŝ , т.e. 



Всероссийская конференция по математике и механике. 2–5 октября, 2023 г., г. Томск 

278 

*
ˆ

ˆsup ( , ) min
SS

R S S


  при 0  . 

Для этого воспользуемся точными нижними оценками, получен-
ными в [1] для задач непараметрического оценивания на основе пол-
ных данных 

0 1( )t ty  
. Теперь, используя взвешенную оценку наи-

меньших квадратов из [1], оценим функцию S как 
*

1

ˆ( ) ( )
n

j k k
k

S t t   


 ,  *

( )
1(1 )n j

j j ne
   

   1   (2) 

и  

1

ˆ ( )
j

n

k k j t
j

t y 


  ,  2 2
* max 1 : ( )ln l n e g l r

      , 

где  
1

( ) ( )

1
( ) 1

l
l j l j

j

g l e e
    


   



  . Пусть Ξε – множество всех оценок 

S , измеримых относительно  , 0
lt

y l n   . 
Теорема. При некоторых технических условиях оценка (2) является 

асимптотически эффективной, т.е.   
*

ˆ

* *0

ˆinf sup ( , )
lim 1

sup ( , )
S S

S

R S S

R S S





 

 





  

и более того 
* * 1/

0
lim sup ( , )

S
R S S 

  
 

 
 , 

где скорость сходимости   1/2
ln



  


  и  *   . 
С доказательством можно ознакомиться в [2]. 

 Исследование поддержано РНФ (проект № 22-21-00302). 
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С.С. Перелевский, Е.А. Пчелинцев 

Национальный исследовательский Томский  
государственный университет,  

Россия, г. Томск, пр. Ленина, 30, 634050 

E-mail: slavaperelevskiy@mail.ru  

Аннотация. В данной научной работе рассматривается непарамет-
рическая задача оценивания диффузионного процесса по дискретным 
данным с неизвестными коэффициентами диффузии. Для этой задачи 
с помощью усеченных  последовательных оценок мы строим новую 
улучшенную процедуру выбора модели. Показано, что данная процеду-
ра имеет более высокую среднеквадратическую точность. 
Ключевые слова. Диффузионный процесс, улучшенные оценки, роба-
стный риск, процедура выбора модели. 

IMPROVED NONPARAMETRIC ESTIMATION  
FOR DIFFUSION MODEL FROM DISCRETE DATA 

S.S.  Perelevskiy, Е.A. Pchelintsev 

National Research Tomsk State University 

In this scientific work, a nonparametric problem of estimating the diffusion 
process from discrete data with unknown diffusion coefficients is consid-
ered. For this problem, using truncated successive estimates, we construct a 
new improved model selection procedure. It is shown that this procedure 
has a higher root-mean-square accuracy. 
Key words: Diffusion process, improved estimates, robust risk, model selec-
tion procedure.

Введение. Пусть на вероятностном пространстве  ,F, P  задано 
стохастическое дифференциальное уравнение следующего вида 

 d dt ( )d ,   0 ,t t t ty S y v y W t T     (1) 
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где 
0( )t tW 

 - стандартный скалярный винеровский процесс, 

начальное значение 
0y  – некоторая заданная константа, ( )S   – 

коэффициент сноса, ( )v   - неизвестный стохастический коэффициент 
диффузии. Применение диффузионных процессов (1) обусловлено тем, 
так эти процессы определяют скорость многих физико-химических, 
экономических и биологических процессов [1-4].  

Постановка задачи.  Задача - построить процедуру выбора модели 
для оценивания функции S по наблюдениям  0( )

jt j Ny   , j Tt j , где 
[ / ]TN T   - размер выборки, а параметр (0,1)T   - некоторая 

функция от T. Введем обозначение [ ]x  как целая часть .x  
         Качество оценивания функции S на отрезке [ , ],  ,a b a b

будем измерять среднеквадратическим риском  

   
2 2 2ˆ ˆ, :  и  ,Ε

b

a
S S S S S S t dt       

где Ŝ  - некоторая оценка (измеримая функция от наблюдений), Ε
 - 

математическое ожидание относительно распределения наблюдений 

 
1jt

j N
y

   при фиксированных функциях S и ( , )S    , где ,  - 
определены в [5]. Для решения указанной задачи, в работе  
разрабатывается метод, комбинируя последовательный подход из [6] и 
подход улучшенного оценивания, развитый в [7, 8]. Для этого, 
используя метод усеченного последовательного оценивания, перейдем 
от модели (1) к ее аппроксимации регрессионной моделью. В каждой 
точке ( ) / ,  1,kz a k b a n k n    , на [ ,  b ],a  [ ( ) / 4] 1n T b a   , 

определим последовательный план ( , )k kS   из [9]  с моментом 

остановки 
k  и оценкой kS . Тогда исходную задачу оценивания 

функции сноса в модели (1) по неполным наблюдениям можно свести 
к задаче оценивания той же функции в регрессионной модели 
следующего вида:  

  ,   ( ),    1 ,k k k k k k kY S z Y S z k n         (2) 
где компоненты шума определены в [10]. 

Результаты.  С целью повышения неасимптотического качества 
оценивания вместо классических оценок МНК для коэффициентов 



Всероссийская конференция по математике и механике. 2–5 октября, 2023 г., г. Томск 

281 

Фурье, введенных в [6], определим следующие сжимающие оценки 
для 1 j n   

  *
, ,

ˆ1j n n j ng j   ,     

1

1
ˆ 1n n n j dd

g j c 


   (3) 

  
*

* *

( 1)( ) ,
( )r

n

T

d b a
c

n b a d



 

 


  
  ,

1

( )ˆ
n

j n k j k
k

b a
Y z

n
 




  , 

где  параметры оценки (3) определены в [11,12]. 
Введем взвешенные сжимающие оценки ступенчатого вида: для всех 
a z b 

1

* *
{ }

1

( ) ( )1
k k

n

k z z z
k

S z S z    


   и    * *
,

1

n

k j j n j k
j

S z z   


  ,        (4) 

где    11,...,1, , , 0,1 n

d n     - вектор весовых коэффициентов, 
первые d компонент которого равны 1, остальные убывают от 1 до 0. 
Чтобы изучить свойства оценки (4), определим эмпирический средне-
квадратический риск оценки Ŝ  равенством

   22

1

ˆ ˆ ˆ, : ( ) ( )Ε Ε
n

n k k
n

k

b a
S S S S S z S z

n 



       (5). 

Обозначим разность рисков взвешенной оценки (4) и взвешенной 
оценки МНК из  [6] как 

* ˆ: ( , ) ( , )n n nS S S S     . 
Теорема. Пусть наблюдения описываются уравнением (2). Тогда 

для всех T таких, что d³2 и вектора    11,...,1, , , 0,1 n

d n     

эмпирический риск оценки (4) удовлетворяет неравенству 
2 *( )n n T nc b a d с       . 

Заключение.  Предложенная процедура выбора модели позволяет 
улучшить неасимптотическое качество обработки данных. Построение 
процедуры основано на особом алгоритме сжатия. В этом случае до-
полнительная априорная информация и увеличение объема наблюде-
ния по сравнению другими методами не требуется. Представленные 
теоретические результаты подтверждаются соответствующими экспе-
риментальными данными, полученные в ходе моделирования. В ре-
зультате что выигрыш в среднеквадратической точности значителен.  
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THE SPECTRAL PROPERTIES OF QUANTUM BILLIARDS 
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Abstract. We study spectral properties of two-dimensional quantum bil-
liards with boundaries from a large class of domains. Our approach is 
based on an interplay between the conformal mapping theory and composi-
tion operators on Sobolev spaces. 
Key words. Elliptic equation, quantum billiard, conformal mapping. 

The present work is devoted to lower estimates for the ground	state	en‐
ergy	of	a	conformal	regular	quantum	billiard WÌRଶ.	

2

,    | 0,
2 n n n nu E u u

m    


	

where ( , )nu x y  is the wave function,   is the Planck constant, m is the 
mass of the particle and 

nE  is the energy of a particle in the billiard with the 
boundary  . xx yy     is the two-dimensional Laplace operator. In 

the following we will use 2 2 1.m   
Let W, WᇱÌRଶ be simply connected domains with non-empty bounda-

ries. Then by the Riemann Mapping Theorem there exists a conformal map-
ping : .     The conformal mapping theory is widely used in study 
quantum billiards, see, for example, [1]. 

A quantum billiard   is called conformal α-regular about a quantum 
billiard  if 

'( , )u v dudv




 
for some 2  , where :     is	a	conformal	mapping.	The	quantum	
billiard	  is conformal	regular	if	it	is	an	α-regular for some 2  .	The 
class of conformal regular quantum billiards includes, in particular, billiards 
with Lipschitz and fractal boundaries [2].	 



Всероссийская конференция по математике и механике. 2–5 октября, 2023 г., г. Томск 

284 

Our approach is based on the geometric theory of composition operators 
on Sobolev spaces [3] in the special case of operators generated by confor-
mal mappings. On this way we have the following result.  

Theorem 1. Let   be a conformal ¥-regular quantum billiard about a 
quantum billiard  . Then  

   1
1 2

'

,
sup | '( , ) |

E
E

ess u v



    (1) 

where :     is	a	conformal	mapping	of	   onto  . 

Remark	1.	Explicit values of  1E   are known only for several par-
ticular domains. For example: 

· Rectangle a b : 
2 2

1 2 2 ;E
a b

 
   

· Disc of the radius r: 

2
0,1

1 ,
j

E
r

 
 
 

 

where 0,1 2.4048j   is the first positive zero of the Bessel function 
0J . 

Remark 2. The estimate (1) in some subclass of billiards is better than 
the classical estimate based on the Rayleigh‐Faber‐Krahn	inequality. 
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SUMMARY 

This book presents the abstracts of Сonference re-
ports discussing a wide range of issues on the problems 
of mathematics and mechanics, as well as modern ap-
proaches and methods for solving fundamental and ap-
plied problems. The materials are grouped into the fol-
lowing sections: Algebra and Mathematical Logic; Com-
putational Mathematics and Computer Modeling; Geom-
etry and Topology; Substance, Complex and Functional 
Analysis; Issues of Teaching Mathematics, Mechanics 
and Computer Science; Contemporary Problems of Me-
chanics.  

The book is of interest for a wide range of research-
ers, scientists, teachers, and students. 

Издательство "STT" является лидером научного книгоиздания 
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ских прав, организации выпуска научной периодики и распростра-
нению научных книг и журналов в России и за рубежом. С 2014 
года является официальным представителем британского изда-
тельства Red Square Scientific, специально ориентированного на 
российских авторов и российское научное содержание. Это облег-
чает российским ученым публикации за рубежом и делает их рабо-
ты широко доступными для мирового научного сообщества. 
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